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TD. B9
Applications linéaires

Exercices de cours

1 Démontrer que les applications suivantes sont
linéaires puis déterminer leurs noyaux et images.

f : R3 −→ R2

(x, y, z) 7−→ (3x − y, x + 2y + z)

g : R2 −→ R3

(x, y) 7−→ (x − y, 3x + 3y, x + 2y)

2 Mêmes questions avec :
f : K2[X] −→ K

P 7−→ P (2)
g : K2[X] −→ K2[X]

P 7−→ P ′

3 Parmi les applications linéaires proposées dans
les deux exercices précédents, lesquelles sont injec-
tives ? Surjectives ?

4 Soit p l’endomorphisme de E = R3 défini par
∀(x, y, z) ∈ E

p(x, y, z) = (x + y − z, x + y − z, x + y − z)
Démontrer que p est un projecteur et déterminer
ses éléments caractéristiques.

5 Soit s l’endomorphisme de E = R2 défini par :
∀(x, y) ∈ E s(x, y) = (x, −2x − y)

Démontrer que s est une symétrie et déterminer ses
éléments caractéristiques.

6 Soit a = (a1, . . . , an) un vecteur deRn vérifiant :
n∑

k=1
a2

k = 1

a. Démontrer que l’application

p : (x1, . . . , xn) 7→

(
n∑

k=1
akxk

)
a

est un endomorphisme de E = Rn.
b. Démontrer que p est un projecteur sur une droite

vectorielle parallèlement à un hyperplan.

7 Soit E = R3, A et B les plans d’équations res-
pectives :

2x + y − 5z = 3 et x + 2y + z = 7.
a. Donner un point et la direction de A et de B.
b. Décrire de même A ∩ B.

8 Soit a et b deux scalaires, avec a ̸= 1.
On note E = KN, et A l’ensemble des suites u de
E telles que :

∀n ∈ N un+1 = aun + b

Démontrer que A est un sous-espace affine de E, en
donner un point et la direction.

Travaux dirigés

1 Démontrer que les applications suivantes sont
linéaires.
Calculer leurs noyaux et leurs images.
Déterminer les dimensions de ces noyaux et images.

f1 : R2 −→ R3

(x, y) 7−→ (x − y, x + y, x + 2y)
f2 : R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (x − y, 2x − y)
f3 : R3 −→ R

(x, y, z) 7−→ 3x + y − 5z

f4 : R −→ R4

x 7−→ (4x, 0, −x, x/2)
f5 : R5 −→ R4

(x1, . . . , x5) 7−→ (0, 0, x2, 0)
f6 : M2(R) −→ RÅ

a b
c d

ã
7−→ a + d

f7 : M2(R) −→ M2(R)
M 7−→ AM

où A =
Å

1 3
2 6

ã
f8 : K3[X] −→ K3[X]

P 7−→ XP ′ − 3P

f9 : K3[X] −→ K2

P 7−→ (P (1), P (2))
f10 : RN −→ RN

u 7−→ (un+1) − (un)

2 Soit E l’espace vectoriel des suites arithmétiques
à valeurs dans K.
Démontrer que l’application

f : E −→ K2

(un)n∈N 7−→ (u0, u1 − u0)
est un isomorphisme.
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3 Soit f : R3 → R3 linéaire telle que
f(1, 0, 0) = (1, −1, 0)
f(0, 1, 0) = (1, 1, 0)
f(0, 0, 1) = (1, 1, 1)

a. Justifier que f est uniquement déterminée et
donner f(x, y, z) pour tout (x, y, z) ∈ R3.

b. Démontrer que f est un automorphisme et dé-
terminer f−1.

4 Pour tout y ∈ C2(R) on note :
φ(y) = y′′ − 4y′ + 20y

a. Justifier que φ est une application linéaire de
C2(R) dans C0(R).

b. Déterminer le noyau de φ et sa dimension.

5 Soit E, F , G trois espaces vectoriels et
f : E → F g : F → G

deux applications linéaires.
a. Démontrer que l’application g ◦ f est nulle si et

seulement si im f ⊆ ker g.
b. Démontrer que :

ker f ⊆ ker g ◦ f et im g ◦ f ⊆ im g

c. En déduire que si g ◦f est un isomorphisme alors
f est injective et g est surjective.

6 Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel
E. On note f2 = f ◦ f . Démontrer :
a. ker f = ker f2 ⇐⇒ im f ∩ ker f = {0E}
b. im f = im f2 ⇐⇒ im f + ker f = E

7 Soit E un K-espace vectoriel et f un endomor-
phisme de E. Pour tout scalaire λ on note :

Eλ = {u ∈ E | f(u) = λu}
a. Démontrer que Eλ est un sous-espace vectoriel

de E.
b. Démontrer que si λ ̸= µ alors Eλ et Eµ sont en

somme directe.

8 Soit E un K-espace vectoriel et f un endomor-
phisme de E vérifiant :

f ◦ f = 3f − 2IdE

a. Démontrer que f est un automorphisme et ex-
primer son inverse en fonction de f .

On utilise la définition de Eλ donnée dans l’exercice
précédent.
b. Démontrer que :

im(f − IdE) ⊆ E2 et im(f − 2IdE) ⊆ E1

c. Soit u un vecteur de E. Démontrer que u est
combinaison linéaire de f(u) − u et f(u) − 2u.

d. Démontrer que : E1 ⊕ E2 = E

9 Soit f l’endomorphisme de E = R3 défini par :
f(x, y, z) = (2x + y + z, x + 2y + z, x + y + 2z)

On utilise encore la définition de Eλ de l’exercice 7.
a. Donner une base de E1 et de E4.
b. Démontrer que E1 et E4 sont supplémentaires

dans E.
c. En déduire que : f ◦ f = 5f − 4IdR3

10 Pour tout (x, y, z) ∈ R3 on pose :
f(x, y, z) = (−x + 2z, −x + y + z, z)
g(x, y, z) = 1

2 (x − z, 2y, −x + z)
h(x, y, z) = 1

3 (−x + 4z, 2x − 3y + 4z, 2x + z)
Démontrer que ces endomorphismes sont des pro-
jecteurs ou des symétries, et déterminer leurs élé-
ments caractéristiques.

11 Donner l’expression de :
a. La symétrie de R2 par rapport à Vect ((1, 0)) pa-

rallèlement à Vect ((1, 1)),
b. La symétrie de R2 par rapport à Vect ((3, −1))

parallèlement à Vect ((−7, 3)).

12 Soit p un endomorphisme d’un espace vectoriel
E, et q = id − p.
a. Démontrer que p est un projecteur si et seule-

ment si q est un projecteur.
b. On suppose que p est un projecteur. Démontrer

que im q = ker p et ker q = im p.

13 Soit E = R3 et H = ker f où :
f : E −→ R

(x, y, z) 7−→ 3x + y − 2z

On note aussi D = Vect (u0) avec u0 = (1, −1, 2).
a. Démontrer que E = H ⊕ D.
b. Soit u = (x, y, z) un vecteur de E. Pour quelle va-

leur du scalaire λ le vecteur u−λu0 appartient-il
à H ?

c. Déduire de la question précédente l’expression du
projecteur de E sur H parallèlement à D, et de
celui sur D parallèlement à H.

d. Déterminer l’expression de la symétrie de E par
rapport à H parallèlement à D.

14 Dans E = R4 on note :
F = { (x, y, z, t) ∈ E | x + y + z + t = 0}
G = Vect ((1, 1, 1, 1))

a. Démontrer que F et G sont des sous-espaces vec-
toriels supplémentaires de E.

b. Donner l’expression de la symétrie de E par rap-
port à F parallèment à G.

15 Dans E = R4 on note :
F = { (x, y, z, t) ∈ E | x + y = z + t = 0}
G = Vect ((1, 1, 1, 1), (1, 1, −1, −1))

Démontrer que E = F ⊕ G et donner l’expression
du projecteur de E sur F parallèment à G.

page 2/3



MPSI – Mathématiques TD B9. Applications linéaires

16 Soit F et G deux sous-espaces vectoriels sup-
plémentaires d’un espace vectoriel E, et s la symé-
trie de E par rapport à F parallèlement à G.
Démontrer que F = im(s + id) et G = im(s − id).

17 Soit p un projecteur d’un espace vectoriel E.
Démontrer qu’un endomorphisme f de E commute
avec p si et seulement si ker p et im p sont stables
par f .

18 Soit p et q deux projecteurs d’un espace vec-
toriel E tels que p ◦ q = q ◦ p.
a. Démontrer que p ◦ q est un projecteur et que :

im(p ◦ q) = im p ∩ im q

ker(p ◦ q) = ker p + ker q

b. Démontrer que si im p = im q alors p = q.
c. Démontrer que si p ◦ q = 0 alors p + q est un

projecteur.
d. Réciproquement, démontrer que si p, q et p + q

sont des projecteurs de E alors :
p ◦ q = q ◦ p = 0

e. Démontrer que dans la situation des deux ques-
tions précédentes :

im(p + q) = im p ⊕ im q

ker(p + q) = ker p ∩ ker q.

19 Soit E un K-espace vectoriel, et f un endo-
morphisme de E. On suppose que pour tout u ∈ E
la famille (u, f(u)) est liée.
a. Démontrer que pour tout u ∈ E non-nul il existe

un unique λu ∈ K tel que f(u) = λuu.
b. Soit u et v deux vecteurs linéairement indépen-

dants. Démontrer que λu = λv.
c. Démontrer que f est une homothétie.

20 Soit n un entier naturel, a un scalaire et
f : Kn[X] −→ Kn+1

P 7−→ (P (a), P ′(a), . . . , P (n)(a)).
a. Justifier que f est linéaire.
b. Démontrer que f est injective.
c. Soit B =

(
(X − a)k|k = 0, . . . , n

)
.

Justifier que la famille B est une base de Kn[X]
et donner son image par f .

d. En déduire que f est bijective, et déterminer
f−1(ei) pour les vecteurs e0, . . . , en de la base
canonique de Kn+1.

e. Expliciter f−1(x0, . . . , xn) pour tout (x0, . . . , xn)
de Kn+1.
Que donne l’égalité f−1 ◦ f = IdKn[X] ?

21 Soit α0, . . . , αn des scalaires distincts, et
f : Kn[X] −→ Kn+1

P 7−→ (P (α0), . . . , P (αn)).

a. Justifier que f est linéaire.
b. Démontrer que f est injective.
c. Démontrer que tout vecteur ek de la base cano-

nique (e0, . . . , en) de Kn+1 admet un antécédent
Lk par f et déterminer cet antécédent.

d. En déduire que f est un isomorphisme.
e. Démontrer que pour tout (β0, . . . , βn) ∈ Kn+1 il

existe un et un seul polynôme P de degré au plus
n tel que pour tout k = 0, . . . , n : P (αk) = βk.
Exprimer P en fonction des βk et des Lk.

22 Soit E = R4, et :
A = { (x, y, z, t) ∈ E | x + y − 2t = 2}
B = { (x, y, z, t) ∈ E | 2x − 2z + 3t = 3}
C = A ∩ B.

Justifier que A, B, C sont des sous-espaces affines
de E. Donner un point et la direction de chacun
d’entre eux.

23 Soit E = K[X] et :

A =
ß

P ∈ E

∣∣∣∣ P (1) = P ′(0) = 0
P (0) = P ′(1) = 1

™
.

a. Déterminer un polynôme P0 non-nul apparte-
nant à A.

b. Justifier que l’application
f : K[X] −→ K4

P 7−→ (P (0), P ′(0), P (1), P ′(1))
est linéaire et déterminer son noyau.

c. En déduire que A est un sous-espace affine de E
et décrire ses éléments.

24 Soit E = KN et soit a et b deux scalaires.
On suppose que l’équation λ2 + aλ + b = 0 admet
deux racines distinctes λ1 et λ2.
On note F l’ensemble des suites u telles que :

∀n ∈ N un+2 + aun+1 + bun = 0
Le but de cet exercice est de démontrer que F
est l’ensemble des combinaisons linéaires des suites
(λn

1 )n∈N et (λn
2 )n∈N.

a. Justifier que F est un sous-espace vectoriel de E.
b. Soit f l’application de E dans E qui à toute suite

u associe la suite (un+1 − λ1un)n∈N.
Justifier que f est un endomorphisme de E et
donner son noyau.

c. Pour tout µ ∈ K on note Aµ l’ensemble des suites
u de E telles que f(u) = (µλn

2 )n∈N.
Démontrer que Aµ est un sous-espace affine de
E et en donner un élément et la direction.

d. Démontrer que pour tout u ∈ E :
u ∈ F ⇐⇒ ∃µ ∈ K u ∈ Aµ

e. Conclure.
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