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Applications linéaires

Exercices de cours

@ Démontrer que les applications suivantes sont
linéaires puis déterminer leurs noyaux et images.

f: R3 — R?

(Iayvz) '—>(3‘T*y7$+2y+z)
g: R2 — R?

(z,y) ¥ (v —y, 3z + 3y, z + 2y)

@ Mémes questions avec :

P — P(2) P+— P

@ Parmi les applications linéaires proposées dans
les deux exercices précédents, lesquelles sont injec-
tives 7 Surjectives ?
@ Soit p 'endomorphisme de £ = R? défini par
Y(z,y,2) € B
p(x,y,2) =
Démontrer que p est un projecteur et déterminer
ses éléments caractéristiques.

@Soita:(al,...,

(z+y—zz+y—z,o+y—=2)

an) un vecteur de R™ vérifiant :

n
E ai =1
k=1

a. Démontrer que 'application

n
— Zakxk a
k=1

est un endomorphisme de E = R".

p:(xy,...,x

b. Démontrer que p est un projecteur sur une droite
vectorielle parallelement a un hyperplan.

@ Soit s ’endomorphisme de E = R? défini par :
V(x,y) €L S(xay) = (.’E,—Q(E—y)

Démontrer que s est une symétrie et déterminer ses
éléments caractéristiques.

Travaux dirigés

Soit E l'espace vectoriel des suites arithmétiques
a valeurs dans K.

Démontrer que 'application
f: E — K?
(un)neN — (anul - UO)
est un isomorphisme.

Démontrer que les applications suivantes sont

linéaires. Calculer leurs noyaux et leurs images. Dé-

terminer ensuite les dimensions de ces noyaux et

images.

fi: R? —R3
(z,y) — (x

fo: RZ —R?

—y,x+y,x+2y)

(z,y) — (z —y,2z —y)
fs:  RP—R

(z,y,2) — 3x+y — 5z
£ R —s R

— (42,0, —z,2/2)

s : RS — R4

(xl,.. ) (0,0, z2,0)
fo: M2(R) —

( 3 —a+d
fr Ks[X] — Ks[X]
P — XP' —3P
fz  K3[X] — K2
P — (P(1),P(2))
fo: RN — RN
u— (Unt1) —

(un)
Soit f : R3 — R3 linéaire telle que

f(1,0,0) = (1,-1,0)
£(0,1,0) = (1,1,0)
£(0,0,1) = (1,1,1)

a. Justifier que f est uniquement déterminée et
donner f(z,y,z) pour tout (x,y,z) € R3,

b. Démontrer que f est un automorphisme et dé-
terminer f~!

Pour tout y € C*(R) on note :
e(y) =y" — 4y’ + 20y
a. Justifier que ¢ est une application linéaire de
C%(R) dans C°(R).

b. Déterminer le noyau de ¢ et sa dimension.

Soit E, F', G trois espaces vectoriels et
f:E—F g:F—=G
deux applications linéaires.
a. Démontrer que l'application g o f est nulle si et
seulement si im f C ker g.
b. Démontrer que :
ker f Ckergo f et
c. En déduire que si go f est un isomorphisme alors
f est injective et g est surjective.

imgo f Cimg



@ Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel
E. On note f? = f o f. Démontrer que :

ker f = ker f2 <= imfNkerf={0g}
imf=imf? <= imf+kerf=F

Soit E un K-espace vectoriel et f un endomor-
phisme de E. Pour tout scalaire A on note :
Ey={ueFE| f(u)=u}
a. Démontrer que F) est un sous-espace vectoriel
de E.

b. Démontrer que si A # u alors Ey et E, sont en
somme directe.

Soit E un K-espace vectoriel et f un endomor-
phisme de E vérifiant :
fof=3f—-2ldg
a. Démontrer que f est un automorphisme et ex-
primer son inverse en fonction de f.

On utilise la définition de E\ donnée dans I’exercice
précédent.
b. Démontrer que :
1m(f — IdE) Q Eg et 1rn(f - 2IdE) g E1
c. Soit u un vecteur de E. Démontrer que u est
combinaison linéaire de f(u) —u et f(u) — 2u.

d. Démontrer que : F{ ® Ey; = F

@ Soit f I’endomorphisme de E = R? défini par :

flzy,2) =z +y+z,24+2y+z,x+y+22)
On utilise encore la définition de E de ’exercice 7.
a. Donner une base de E et de Ej.

b. Démontrer que F; et E4 sont supplémentaires
dans F.

c. En déduire que : fo f=5f — 4ldgs

Soit E un K-espace vectoriel, et f un endo-

morphisme de E. On suppose que pour tout u € E

la famille (u, f(u)) est liée.

a. Démontrer que pour tout v € E non-nul il existe
un unique A, € K tel que f(u) = A\, u.

b. Soit u et v deux vecteurs linéairement indépen-
dants. Démontrer que A\, = A,.

c. Démontrer que f est une homothétie.

Pour tout (z,y, z) € R3 on pose :

fle,y,2) =(—z+2z,—z+y+2,2)

g(z,y,2) = %(a: —2,2y,—x + 2)

h(z,y,z) = %(—aﬁ +4z,2x — 3y + 42,2z + z)
Démontrer que ces endomorphismes sont des pro-
jecteurs ou des symétries, et déterminer leurs élé-
ments caractéristiques.

Donner I'expression de :

a. La symétrie de R? par rapport a Vect ((1,0)) pa-
rallelement & Vect ((1,1)),

b. La symétrie de R? par rapport a Vect ((3,—1))
parallelement a Vect ((—7,3)).

Soit p un endomorphisme d’un espace vectoriel

E et ¢q=1id — p.

a. Démontrer que p est un projecteur si et seule-
ment si ¢ est un projecteur.

b. On suppose que p est un projecteur. Démontrer
que im g = ker p et ker ¢ = im p.

Soit p un projecteur d’'un espace vectoriel E.
Démontrer qu’un endomorphisme f de E commute
avec p si et seulement si kerp et im p sont stables
par f.

[15] Soit E = R? et H = ker f ot :
f: EFE —R
(z,y,2) —> 3z +y — 22

On note aussi D = Vect (ug) avec ug = (1, -1, 2).

a. Démontrer que £ = H @ D.

b. Soit u = (z,y, z) un vecteur de E. Pour quelle va-
leur du scalaire A le vecteur u — A\ug appartient-il
aH?

c. Déduire de la question précédente I’expression du
projecteur de E sur H parallelement a D, et de
celui sur D parallélement a H.

d. Déterminer I'expression de la symétrie de E par
rapport a H parallelement & D.

Dans E = R* on note :

F={(x,y,z,t) eE| z+y+2z+t=0}
G = Vect ((1,1,1,1))
a. Démontrer que F et G sont des sous-espaces vec-
toriels supplémentaires de F.

b. Donner I'expression de la symétrie de E par rap-
port & F' parallement a G.

Dans E = R?* on note :

F={(e,g,t) €E| a+y=2+t=0}

G = Vect ((1,1,1,1),(1,1,-1,-1))
Démontrer que £ = F & G et donner 'expression
du projecteur de E sur F' parallement a G.

Soit p et ¢ deux projecteurs d’'un espace vec-
toriel E tels que poq=qop.
a. Démontrer que p o g est un projecteur et que :
im(pog) =impNimg
ker(p o q) = kerp + ker g
b. Démontrer que si imp = im q alors p = gq.
c. Démontrer que si po g = 0 alors p + ¢ est un
projecteur.
d. Réciproquement, démontrer que si p, ¢ et p + ¢
sont des projecteurs de E alors :
pog=gqop=0
e. Démontrer que dans la situation des deux ques-
tions précédentes :
im(p +¢) = imp ®imgq
ker(p + q) = kerp Nkergq.



