Lycée Bellevue — Toulouse 9 mars 2026

MPSI — Mathématiques

[ Corrigé du Devoir a la Maison n°9 J

Exercice 1.
4 dt
1. (a) Calcul de I :/ _
(a) =
On applique le changement de variable z = v/t.
La fonction ¢ — /% est de classe 6" sur [1,4], de dérivée 4 = 2%/% = 4.
Ceci donne dt = 2z dx, et ainsi par changement de variable :

7 _/2 2z dx _/2 2dx
YU hoa23—2)  hax@B-a)

Vo € [1,2] 2—2(1+ ! )
‘ ’ r(3—z) 3\z 3—2

On calcule :

Donc :

2 (2/1 1 2 2

1
(b) Caleul de I, = / 21— 2dt.
0

On applique le changement de variable t = sin x, avec x € [O, g}
La fonction ¢ — sint est de classe €' sur [O, 5 dt

dt = cosz dx.

dx

Par changement de variable :

™

us
2 . . 2 .
I, = / sin® /1 —sin?z cosz dz = / sin® z|cos z| cos x dx
0 0
La fonction cos est positive sur [O, g} donc :
jus
2,
I, = / sin? x cos? z dx
0

Par formules de trigonométrie :

in(22)\* 1 1
sin?z cos® r = <sm(2 :c)) =12 sin?(27) = g(l — cos(4x))

On en déduit :

13 1 sin(4z)7°? T
2 =3 (1 — cos(4x)) dz ik 1 T

], de dérivée $& = cos x, ce qui donne
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2. Pour obtenir des développements limités a 'ordre 2 il faut commencer par écrire des
développements limités a I'ordre 5. On connait les suivants :

3 ab o

arctanx(?)x—g—kg%—o(f) Sinx(ﬁx—g—l—m—ko(ﬁ)
On en déduit :
fa) x — arctan 2 2 4 o(a) 2 — %22 + o(a?)
€Tr) = - —= g 5 —=
xr—sinz (0 %3— 55 T o(x%) () 1 — 5522 + o(z?)
6 1 11
N ) 2) <1 -2 2)22_2 2
(0) < 5" o) ) x +20$ +ola’) (0) 10" +ola’)
Pour la fonction tangente on connait :
x3 3
ta = T+ 5 +
nr = rt ()

Ceci donne : 5
1+ tan®z = 1+ 2%+ §x4 + o(z?)

Comme 1+ tan?z = tan’ z et tan 0 = 0 alors par primitivation :

De plus on sait que :

1 1 1 3
Y =(1—-2H"2 = 1+ -2+ —2* + o(a*
— = )P s gty (%)
Comme \/1177 = arcsin’ x et arcsin 0 = 0 alors par primitivation :
i + z + 3 + o(z”)
arcsinz = r+ —+ — +o(x
(0) 6 40

On en déduit :

() T —tanx 2 22 o(a) 2+ 22?4 o(a?)
xr) = — = =
! x—arcsing (0) —Z — 32 4 o(z5) (©) 1+ a2 + o(a?)

4 9 1
5 (2 + ng + 0(x2)> X (1 - 2—0902 + 0(1’2)> 5 2 — Exz + o(z?)

Finalement :

_ 11, 2 _ 1, 2
f(x) 5 2 0" + o(x*) et  g(x) 5 2 e + o(x*)

Ceci donne  g(z)— f(x) 5 z?+o0(x?)  donc la fonction g — f est positive au voisinage

de 0, i.e., f < g au voisinage de 0.
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3. Posons h = % Alors :

On peut écrire :

In?2 In?2
22" =9 chin2 5 2 — <1+h1n2+r12h2+0(h2)> 5 1—h1n2—n7h2+0(h2)

Puis :
h In”2 2 In®2 2 2 21.2 2
In (2 —2") 5 —han—Th _Th + o(h?) 5 —hIn2 — h*1n*2 + o(h*)
Ensuite :
e%m(z_zh) — o~ In2-hIn®240(h) _ ,~In2 . ,—hIn®2+o(h)
(0) (0)
1 1 In?2
= —(1—=hIn*2+0(h)) == —h h
5 2( n2 +o(h)) ) 5 tolh)

Finalement :

1 1n22+ (1)
U, = = — ol —
(+00) 2 2n n

Exercice 2.
X

1
On note p(z) = rena si bien que f(z) = /0 o(t) dt.

1. On sait que pour tout t € R : —1 <sint < 1.
La fonction ¢ est donc définie sur R, et elle est continue par quotient.
D’apres le théoreme fondamental la fonction f est une primitive de .
Ceci montre que f est dérivable sur R, de dérivée ¢.
La fonction ¢ est de classe 6™ par quotient, et donc f est de classe 6.
2. Soit & € |-, w[ et, pour tout ¢ € [0,z] ou [x,0] : u = tan L.

La fonction t — u = tang

sur l'intervalle [0, z] ou [z, 0].

On calcule % = %(1 + tan® %) = %(1 + UQ), ce qui donne dt = 12;152.

2u

On utilise la formule sint = ; ol

Par changement de variable :

f(x)—/m dt _tang 2du B Q/tané” du
~Jo V24sint oo V21 +u)+2u o

1 1 2

est définie sur |—m, 7| et de classe 6", donc elle I'est aussi

u2 +v2u+1

Pour calculer cette intégrale on utilise la forme canonique du dénominateur :

1
2

2
2 4.2 - N = = V2 x v2

(V2u+1)"+1 (V2u+1)" +1
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Ceci montre que :

T
tan 5

flz) = [2 arctan (\/ﬁu + 1)]

0
Finalement :

Vo € |—m, 7| f(z) = 2arctan (\/ﬁtang%—l) —g

3. La formule ci-dessus n’est valable que pour x € |—m, [.

Mais la fonction f est continue sur R, donc :

fr)=lim f(z) et f(—m) = lim f(a)

Tr—rT r—r—T
< >
Ceci donne :

f(m) = lim (2 arctan (ﬂtang + 1) — E)

T—T 2
<

f(=m) = lim (2 arctan (ﬂtang + 1) _ I)

T 2

Par composition de limites :

=5

4. On applique le changement de variable u = t + 27 a 'intégrale :

fle—om = [t ar

La fonction ¢ — t + 27 est de classe €' et du = dt, donc :

T

f(z —2m) :/ o(u—2m) du

2w

La fonction ¢ est 2m-périodique donc :
X

fla—2m) = [ o) du = f(x) - f(2m)

2

On obtient bien la formule demandée :  f(z — 27) = f(z) — f(2m).
Pour z = 7 elle donne f(—7) = f(w)— f(27), soit f(27) = f(7)— f(—mn) et finalement :

f(2r) =27
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5. En remplagant x par x + 27 la formule de la question précédente donne :
Ve R flx+2m) = f(x) + 2m.
On en déduit :
Ve e R glx+2m) = f(x+2r) —x — 21 = f(z) —x = g(x).

Ceci montre que la fonction g est 2m-pédiodique.

Comme f est continue alors g est continue. Par le théoreme des valeurs extrémes I'image
du segment [—m, 7] est un segment, ce qui montre que g est bornée sur [—m, 7.

Par périodicité g est bornée sur tout segment [2kw — 7, 2kw + 7| ou k € Z, et donc g

est bornée sur | [2km — 7, 2kmw + 7] = R.
keZ

On peut démontrer plus précisément ceci : pour tout réel x il existe k € Z tel que
x € [2km — m,2km + w|. En effet par équivalence :

r € 2kr —m2kr+ 7] <— 2kn—nw<e<2%kr+7
<— rv-—7n<2%kr<Lz+n7
— ‘ 1<l<;<gc+1
2r 2 21 2
Posons k = L%—{—%J.Alorsk:est un entier,i—%<k‘<%+%et donc =z €

2km — m, 2km + 7.
6. Notons m = Infg g et M = Supg g. Alors m < g < M et donc :

VeeR z+m< f(zx)<z+ M.

Comme x+m ~ x et x+ M ~ x alors par théoreme d’encadrement :
(+00) (+00)

f(x) oars

Démontrons par 'absurde que la courbe de f n’admet pas d’asymptote en 4o0.

Si c’est le cas alors il existe deux réels a et b tels que :  f(z) —az —b p— 0.
T o0

On en déduit @—a—k—ﬂ), 18] TR CO —y

T z—+4oo T z—+4oo
D’apres la question précédente a = 1.

Ainsi  f(x) —2 —— b, e, glx) ——b.

T—+00 T—r—+00

Comme g est 2m-périodique alors :

VEeIN  g(2km)=¢(0) =0 et g(m+2kr)=g(r)=f(r)—7= —5
Les suites (2k7)gen et (m + 2k7)ren tendent vers 400, donc par composition de li-
mites les suites (g(2k7))rew et (g(m + 2k7))rew tendent vers b. Or ces deux suites sont

constantes, é¢gales respectivement a 0 et —7. Ceci est une contradiction, laquelle montre
que f n’admet pas d’asymptote en +o0.
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Exercice 3.
Pour tout n € Z on note I, = }mr — 5,nT + g[

1. La fonction tan est définie sur U I,,, donc a fortiori sur I,.
nez

Pour tout n € Z on pose f, : I, — R
r — tanzr — x.

Cette fonction est continue.

Elle est dérivable de dérivée z — tan? z. Comme cette dérivée est strictement positive
sauf en nm ou elle s’annule alors f,, est strictement croissante.

Ses limites sont :
lim _f,(z) =—0c0 et lim f,(z) = +o0.
znT—3 xz)mr+%
Par théoreme la fonction f, réalise une bijection de I,, dans R.
Comme 0 € R alors il admet un et un seul antécédent dans I,, par f,.
On note x,, cet antécédent. Ainsi z,, € I,, et tan(z,) = z,.
2. Pour tout n € N, comme x,, € I,, alors nm — 7 <x, <nm+ 75, cequidonne :

1 n 1
Vn € IN* 1——<x—<1+—.
2n nmw 2n

Par théoreme d’encadrement 2 — 1 et donc  x, ~ n.
3. Comme z,, € I,, alors :

T T

Vn eN —§<xn—n7r<§.

Ceci montre que : arctan(tan(z,, —nw)) = x, — nr.

Or la fonction tangente est w-périodique et par définition tanx, = z, donc :
Vn € N x, —nm = arctan(tan(z,)) = arctan z,, (1)

Comme z, ~nm alors =z, —— +00.

n——+0o0o
Par composition arctanx, —— Z, ce qui montre que =z, —nT —— .
n—-+00 2 n——+0oo 2
4. L’égalité (1) donne :
i T
Vn € N Tn =T — o = arctan r,, — 5 (2)

Supposons n > 1. Alors x,, € I,, donc x,, est positif et :

¢ T = (%~ axctan,) tan (3)
arctanxr, — - = —\|\ - —arctanx, | = — arctan —
2 2 Tn

Comme 1z, — +0oo alors par développement limité :
n——+00
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Comme x,, ~ % alors :

1 1 1
On—st+o0o\ — | = Onstoo\ —— | = On—stoo| —
T nm n

Démontrons ceci plus précisément :

Le reste on_>+oo<g%) s’écrit —-£(n) ol € est une fonction telle que (n) — 0.
n n n—

Comme z,, ~ nr alors il existe une fonction A telle que x,, = h(n)nm et h(n) — L.
o0

1 _ 1 1 £(n)
Donc =-e(n) = ; LR g(n), comme r e 0 alors —5( )(+—OO) o(%).
Repartons de 1'égalité (4). Comme  z,, —nm T) alors  x, = )mr—i— 5 +o(l),
n o 400

et :

1 1 1 1 1 1 1 1
—_ = —— X T 1, 1N = 1 —_ + (0] - E— + o\ —
Ty (+0) nm 14 5-4o0(:) (to0) 2n n (+o0) N n

Grace & (2), (3) et (4) on aboutit au développement asymptotique :

T 1 ( 1 )
Tp = N+ - ——+Fo0|—).
(+00) 2 nrm n
Remarque. En fait la question 3 montre que =z, ( = )mr—I— Z+o(1), donc en utilisant
hemarque oo

(2), (3) on peut méme obtenir :

Il est possible de poursuivre les calculs pour obtenir les termes suivants.

Exercice 4.
On définit f: R — R
% siz =" avec (p,q) €Z xN*, pAg=1
r —
0 sizeR\Q.

1. Démontrons que f n’est continue en aucun point de Q.
Soit r € Q avec r = g ou (p,q) € Zx N et pAg=1. Alors f(r) = -
On raisonne par I'absurde en supposant que f est continue en 7.

Méthode 1.

Comme R\ Q est dense dans R alors il existe une suite d’irrationnels (z,,),en conver-
geant vers r.

Comme f est continue en r alors la suite (f(z,))nen converge vers f(r) = 1

.
Or la suite (f(x,))nen est nulle car les z,, sont irrationnels, et f(r) n’est pas nul donc
on aboutit a une contradiction.
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Méthode 2.

Comme f est continue en r alors :
Ve>0 dIn>0 VzeR (lz—rl<n = |f(z)—f(r)]<e)

Posons € = i. Alors € > 0 donc il existe n > 0 tel que :

1 1 1 3
Vr e R elr—nr+ = E{ - =, +]={,}
rER aelr-nrt fla) € |£0) = 5 50+ 5] = (5005
Comme n > 0 alors Uintervalle [r — 7, + 1] n’est pas réduit & un point.
Comme R\ Q est dense dans R alors il existe un irrationnel z dans cet intervalle. On
_ - : 1 3 1
a donc f(z) =0, ce qui contredit f(z) € [z—q, QTJ car 5. > 0.
Les deux méthodes ont abouti a une contradiction donc f n’est pas continue en 7.
2. Démontrons que f est continue en tout point de R\ Q.

Soit a € R\ Q. Alors f(a) = 0.

Soit € un réel strictement positif. On démontre qu’il existe n > 0 tel que :
VeeR |z—al<n = |[f(z)-flo) <e.

Comme f(a) = 0 alors la derniere inégalité s’écrit f(x) € [—¢,¢].

Si z est irrationnel alors f(z) =0 donc f(z) € [—¢,¢].

Si z est rationnel de la forme z = g avec (p,q) € Z x N* et p A g =1, alors f(z) = %

done :

-y
m | =

f(z) € [—¢,€] = —e< -<¢ = q=

Comme ¢ est strictement positif alors % est défini et strictement positif.

Notons Q = IN* N ]O7 %] Cet ensemble est majoré par EJ donc il est fini.

Soit ¢ € ). L’ensemble des % ou n parcourt Z ne contient pas a puisque celui-ci est
irrationnel. Il existe donc un entier n tel que % <a< ”T“. En effet il suffit de poser
n = |qa].

Notons 7, = %Min {a — %, ”T“ — a}. Alors 7, est strictement positif.
Comme 7y <a — 7 ety < "T“—aalors G <a—1ngetatn < "TH, donc :
n n+1
o —mpatn) €200 )

Soit n = Min{n, | ¢ € @}. Comme l'ensemble @) est fini alors n est bien défini, et
comme tous les 7, sont strictement positifs alors 1 est strictement positif.

Démontrons que :
Ve e R lt—al<n = |f(z)] <e.

Soit x € R tel que |z —a| < 7.

Si x est irrationnel alors f(z) =0 donc |f(x)| < e.
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Si x est rationnel alors il existe (p,q) € Z x N* tel que pAg=1et z = L

Si ¢ < % alors ¢ € Q. Comme |z — a| < n alors |z — a| < 1, par définition de 7, donc
en posant n = |ga| et en utilisant (5) :

n n+l
$€[a—ﬁq7a+nq}§}q, p {

Comme x = g alors ceci donne n < p < n + 1, c’est impossible car n et p sont entiers.

Cette contradiction montre que ¢ > £, donc % < g, et ainsi | f(z)] < e.

On a démontré que pour tout € > 0 il existe n > 0 tel que :
Ve e R lz—al<n = |f(z)— f(a)| <e.
Ainsi la fonction f est continue en a.

On a donc démontré que f n’est continue en aucun point de Q mais qu’elle est continue
en tout point de R\ Q.
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