Lycée Bellevue — Toulouse 7 février 2025
MPSI — Mathématiques

Corrigé du Devoir Surveillé n°5

Probléme 1. Une équation fonctionnelle (8 points)

Soit f : R — R une fonction continue vérifiant :

V(z,y) eR*  fz+y) = f(z)+ f(y) +zy. (%)

1. (1 point) Pour x = y = 0 la relation (x) donne f(0) = 2f(0), donc f(0) =

2. (1 point) Soit z € R et y = —x. La relation (x) donne f(0) = f(z)+ f(—z) — 22, donc :
f(=2) = —f(z) + 2

3. (2 points) Soit x € R fixé. Notons P, :  f(nx) = nf(x) — tna® + sna’.
Démontrons par récurrence que cette propriété est vraie pour tout n € N.
Initialisation. Pour n = 0 la propriété est vraie, car f(0) = 0.
Hérédité. Supposons que la propriété P,, est vraie pour un n € N.

Pour y = nx la relation () donne :

f((n+1)z) = f(nz) + f(x) — na®.

La propriété P,, donne alors :

Flln+ 1)) = n(a) = o + a4 f(0) 4
= (n+1)f(z) - 3(n+ 1):752 + 2(n+ 1)2x2 + 1% — na? — La? 4 na?
=(n+1)f(z) = 3(n+ 1)z* + L(n+ 1)%2?

Ceci montre que la propriété P, est vraie.

L’hérédité est démontrée.

Conclusion. Par récurrence la propriété P, est vraie pour tout n € N.
4. (1 point) Soit x € Q et (p,q) € Z x N* tel que x =2

On suppose d’abord que p > 0.

La relation de la question précédente, pour n = p et x = 1 donne :

fp) =pf(1) —3p+ 30" (1)

Pourn=qet z = g elle donne :

f(p) = qf(x) — 3px + 3p°. (2)
On en déduit :
af (z) — spx + 3p* = pf(1) — sp+ p°.

Ceci donne bien :

flz) =122 — Lo+ f(1)a

page 1/8



MPSI — Mathématiques Corrigé du Devoir Surveillé n°5

5. (2 points) Posons A = f(1) — 3. D’apreés la question précédente :
Ve e Q f(z) =12 + Az

Soit z un réel. Comme Q est dense dans R alors il existe une suite (z,) de rationnels
convergeant vers x. Comme les z,, sont dans QQ alors :

1,2
Vn e N f(xn) = 52, + Azyp.
Comme (z,,) converge vers x alors par opérations sur les limites :
122 + Az, e 12% + Az
n—-—+0oo
Comme (z,,) converge vers x et f est continue alors :

Fa) —— ().

Par unicité de la limite :
f(z) =12 + M.

Ce résultat est valable pour tout z € R.

6. (1 point) D’apres les questions précédentes, si f est solution du probleme alors il existe
A € R tel que :
Vr e R f(z) =122+ Az

Réciproquement, si f est une fonction de cette forme, alors f est continue, et :
V(z,y) €ER*  flo+y)=5(z+y)°+ Mz +y)
=122 + 1P+ oy + A+ Ay
f(@) + f(y) + 2y

Ceci montre que f vérifie la relation (x).

Finalement les solutions du probléme sont les fonctions = — %xQ + Az ou A € R.

Probléeme 2. Une suite implicite (15 points)
1. (a) (2 points) Soit f la fonction définie sur RY par f(z) =z —Inz.
Cette fonction est dérivable, de dérivée f':x+—— 1 — % = 17_1

Cette dérivée est positive sur [1, +oo[, négative sur |0, 1].

Donc f est décroissante sur |0, 1] et croissante sur [1, +o00].

Elle admet donc un minimum en z = 1.

Comme f(1) =1 alors f est minorée par 1, et ainsi elle est strictement positive.
Ceci montre que : Vr € R} Inz <uz.

En particulier, comme les v,, sont strictement positifs : Vn €N Inwv, < v,.
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(b) (2 points) Comme les v,, sont positifs alors : Vn € N v, Inv, < v2.
Comme u, ~v,Inv, et wu, — +oo alors wv,lnv, — +o00.
Par théoréme de comparaison : v — +00.

Comme v,, est positif alors m = Up.

Par opérations sur les limites : v, — 4o00.

(¢) (2 points) Comme  u, ~ v,Inwv, alors i

v In vy,

Par composition de limites : In ( Lo ) —>In1=0.

vy In vy,

Par propriétés du logarithme :

lnun_ln( o xvnlnvn>_ln( Lo )—i—lnvn—i—lnlnvn

Un In Un Un In Un
In v, Inwv, In v,
Un
In (Un 1nvn> Inlnwv,
=1+
Inwv, Inv,

Comme ln( L )—>O et Inv, — 400 alors wﬁo

Un In vy Invg,

Par croissances comparées me ﬁ 0 et comme v, — +oo alors par
T—r+00

composition de limites : 7111‘;”" — 0.
n
Par somme de limites : B4 — 51 ce qui équivaut & :  Ilnwu, ~ Inv,.
In vy, )

(d) (1 point) Comme  u, ~v,Inv, et Inu, ~Inv, alors:

Uy, Uy, v, Inv,
[a¥)

~ = 'Un.
Inuw, Inov, In v,
Il s’agit du résultat attendu.
2. (2 points) Par produit la fonction f, :  — 2™ Inz est dérivable sur R, de dérivée
flirr— " Y nnr+1).

Cette dérivée est strictement positive en x si et seulement si Inz > —%, soit x > e~
1/n

l/n_
Elle ne s’annule qu'en z = e~
La fonction f,, est donc strictement décroissante sur l'intervalle }0, e/ "} et strictement

croissante sur l'intervalle [6_1/ " —i—oo[.

Par croissances comparées, comme n > 1 alors liH(l) 2" Inz = 0.
T—r

Ceci montre que la fonction f, est strictement négative sur I'intervalle }O, eV "}
Il existe donc aucun réel x dans cet intervalle tel que f,(z) = 1.

On applique le théoreme de la bijection sur l'intervalle [6*1/ " 400 [
e La fonction f, est strictement croissante sur cet intervalle.
» Elle est continue par produit.

Elle réalise donc une bijection de [e‘l/ " +oo{ dans l'intervalle :

$fermroel) = [ g = [t
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Comme 1 appartient a ce dernier intervalle alors il admet un unique antécédent par f,
dans l'intervalle {6*1/”, 400 [

Finalement il existe un et un seul réel z,, dans R? tel que f,(z,) = 1.

De plus, comme f,(1) =0 et f,(z,) = 1 alors f,(1) < f.(x,), ce qui donne 1 < z,, car

la fonction f,, est strictement croissante sur l'intervalle [6*1/ " 400 {, lequel contient 0
et 1.

3. (1 point) Soit n € N*. Comme f,,(z,) =1 alors 2" Inz, = 1, donc 2" Inx, = z,, ce
qui donne f,11(x,) = x,.

Comme x,, > 1 alors f,11(z,) > for1(Tni1).
Par stricte croissance de f, 41 sur [1, +00[, ceci donne z,, > x 1.
Ceci étant valable pour tout n € N*| la suite (x,),en+ est décroissante.

4. (1 point) La suite (x,)nen+ est décroissante et minorée par 1 donc par théoreme de la
limite monotone elle est convergente.

5. (1 point) Soit £ = lim x,,.

Comme la suite (x,,) est minorée par 1 alors ¢ > 1.

Supposons que ¢ > 1.

Alors Inz, — Inf avec Inf>0.

Par produit nlnx, — +00, par composition €% — o0,

Ainsi 2z} — +o00, et par produit ) Inz, — +o0.

Ceci est absurde car pour tout n € N: 2. lnz, = 1.

Cette contradiction montre que ¢ = 1 : la suite (z,,) converge vers 1.
6. (2 points) Soit n € N*. Comme  f,(x,) =1 alors allnz, =1.

En appliquant la fonction In: nlnz, +Inlnz, = 0.

Ceci donne nlnz, = —Inlnz, = In mi; ,  puis, comme z, # 1 alors Inx, # 0 et
n
In L
donc: n= 71(1””).
nan
Posons, pour tout n e N*: w, =1 et v, = ﬁ
n
Ces suites sont strictement positives car xz, > 1.
ln(lnlz )
De plus v, Inv, = %2+ ~n=wu,, donc wu,~ v,lnuv,.

Inxy,
1 n
lav)

Inzy, Inn-’

On peut donc appliquer le résultat de la premiere question, qui donne :

7. (1 point) Ce dernier résultat montre que : Inx, ~ 22

Comme z, — 1 alors z, — 1 — 0, et donc In(1 + (x, — 1)) ~ z, — 1, i.e.,
Inz, ~z, — 1.

Par transitivité de la relation d’équivalence : x, — 1 ~ B2

page 4/8



MPSI — Mathématiques Corrigé du Devoir Surveillé n°5

Probléme 3. Une équation de Pell-Fermat (20 points)
On souhaite résoudre 1’équation :
a’® =20" + 1 (E)

d’inconnues a, b € N.

1. (a) (2 points) Soit M € G. Alors il existe (a,b) € S tel que M = als +bJ = (Z 2ab>.
Le déterminant de M est det M = a? — 20°.

Comme (a,b) € S alors a? — 2b*> = 1, donc det M # 0 et M est inversible.
Par propriété : M~! = deth (_Z _22> = (_% _22>.
Ainsi M~ = al, + (=b)J, avec a®> — 2(=b)? = a®> — 2b* = 1, donc (a, —b) € S puis
M~ ed.
(b) (2 points) Soit M et M’ deux éléments de G.
Alors M = aly +bJ et M' = d'I, +b'J avec (a,b) € S et (a, V) € S.
On obtient J? = 2I,, puis :

MM' = (aly + bJ)(a'Iy + b'J) = (aa" + 2bb") 15 + (ab’ + ba')J.

Cette matrice appartient & G si et seulement si le couple (aa’ + 2bV, ab’ + ba') ap-
partient a S. On calcule :

(aa’ 4 200")* — 2(ab/ + ba')* = a*a”® + 4aa’bb + 4b°Y* — 2a°0"* — daa’bb’ — 2b*a”
(

a
_ a? a/2 o 2b/2) o 2b2<a/2 - 2b/2)
(a® —2b%)(a?* —20"%*) =1

En effet, comme (a,b) € S et (a/,') € S alors a® — 20* = a/* — 26" = 1.
On en déduit MM’ € G, et comme ceci est valable pour tout (M, M') € G? alors
G est stable par multiplication.
(c) (1,5 points) On vérifie les points de la définition d’un sous-groupe.
e G C GLy(R) : en effet les éléments de G sont des matrices réelles inversibles
d’apres la question (1a) ci-dessus.
@ est non-vide : le couple (a,b) = (1,0) appartient & S, puisque 12 —2 x 0% = 1,
donc 1 x Iy + 0 x J = I, appartient a G.
e ( est stable par produit d’apres la question (1b) ci-dessus.
o ( est stable par passage a I'opposé d’apres la question (1a) ci-dessus.
En conséquence G est un sous-groupe de (GLy(R), x).
2. (1,5 points) Soit (a,b) = (3,2). Alors a* — 2b* = 1, donc (a,b) € S.
Comme A = al, + bJ avec (a,b) € S alors A € G.

Comme G est un sous-groupe alors c¢’est un groupe, donc il est stable par itérations et
pour tout n e N: A" € G.

page 5/8



MPSI — Mathématiques Corrigé du Devoir Surveillé n°5

3. (a) (1 point) Par définition A" = a, Iy + b,J et A" = a, 1[5 + b,y 1J.
De plus A" = A x A", soit :

AnHL pyr 201\ (3 4 a, 2b,\ [ 3a,+4b, 6b, + 4a,
S\ byt e ) \ 23 b, a, ) \2a,-+3b, 3a, + 4b,
Par unicité des coeflicients d’une matrice :

Gpy1 = 3a, + 4b,

el {an — 24, + 3b, 3)

(b) (2 points) Soit n € N. Comme A" = a, I, + b,J et A" € G alors (a,,b,) € S.
Comme A° = I, alors ag = 1 et by = 0.
En appliquant les relations (3) on obtient a; = 3, by = 2, puis ay = 17, by = 12.
Les suivants sont az = 99, bs = 70, puis ay = 577, by = 408.
Les couples (1,0), (3,2), (17,12) sont donc solutions de 1'équation (F).
On peut vérifier que 172 =289 =288 +1 =2 x 144+ 1 =2 x (12)* + 1.
4. (a) (1 point) Les relations (3) montrent que pour tout n € N :
Apio = 3apy1 + 4by1 = 3an1 + 4(2a, + 3b,) = 3a,11 + 8a, + 3 X 4b,
= 3an11 + 8ay, + 3(ans1 — 3a,) = 6a,41 — ay.

(b) (1 point) La suite (a,)nen est double récurrente linéaire car :
Vn e N Qpio — 6ap11 + a, = 0.
Son équation caractéristique est :
A —6A+1=0.
Les racines de celle-ci sont \; = 3 — 2v/2 et Ay = 3 + 2v/2.
Par théoréme il existe (, 3) € R? tel que :
Vn € N a, = ] + BA5.

Comme ag = 1 et a; = 3 alors on obtient a = § = %, donc :
1
Vn € N anzi()\’f—i-)\g).

On peut montrer que la suite (b,,) vérifie la méme relation double-récurrente linéaire
avec by = 0 et by = 2, puis calculer :

1
= 72\/5

5. (a) (1 point) Soit (a,b) € S. Alors N(aly +bJ) = a + by/2.
Si N(aly +bJ) =0 alors a + by/2 = 0.
Or a et b sont des entiers. Si b est non-nul alors v/2 = —%, ce qui est impossible car
V/2 est irrationnel. Donc b = 0, puis a = —v/2b = 0.
Ceci est impossible car (0,0) n’appartient pas a S.
Cette contradiction montre que N(aly + bJ) # 0.

VneN b, (A — A1),
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(b) (1 point) Soit M et M’ deux éléments de G.
Soit (a,b) et (a’,b') les deux éléments de S tels que M = alo+bJ et M' = a'I,+V'J.
Alors :

MM' = (aly +bJ)(d'I + b'J) = (ad’ + 2bb") 5 + (ab’ + ba')J
donc N(MM') = (aa’ + 2bb') + (ab’ 4 ba’)V/2.

D’autre part :

N(M)N(M') = (a4 bV2)(d + bV?2) = (ad’ + 200') + (ab + ba')V/2
= N(M)N(M'").

On a vérifié que pour tout (M, M') € G*: N(MM')= N(M)N(M').
Ceci montre que N est un morphisme de groupes de (G, x) dans (R*, x).
6. (1,5 points) Soit (a,b) un élément de S avec b # 0.

si [b| = 1, c’est-a-dire b = £1, alors a®> = 2 x 12+ 1 = 3. Ceci est impossible car 3 n’est
pas un carré.
Donc |b] > 2, puis b* > 4, et comme a? = 2b*> + 1 alors a® > 9, donc a > 3 car a est
positif.
e Sib>0,alors b>2donc N(aly +bJ) =a+bv2 >3+ 2V2.
e Sib<0alors b < —2. Alors (aly + bJ)™' = aly — bJ avec —b > 2.

D’apres ce qui précede N(aly — bJ) = 3+ 2/2.

1

Comme N est un morphisme de groupes alors N(aly +bJ) = Nah—b7) donc :

1
N(al, +bJ) < ——— =3 —-2V2.
(aly +bJ) 34 2v2
7. (a) (1 point) Comme (c,d) est solution de (E) alors (¢,d) € S et donc cly +dJ € G,
soit B € (.

De plus A € G et comme (G, x) est un groupe alors il est stable par passage a
Iinverse et itération, donc A~"B € G.

(b) (1 point) Par définition N(B) = ¢ + dv/2.
Comme d > 0 alors ¢ > 0 donc N(B) > 0, et ainsi In N(B) est défini.

On pose m = {%J. Alors m est un entier et :
In N(B)
m < <m+1.
Inp
Ceci donne :
minp<InN(B) < (m+1)lnp  puis p" < N(B) < p™th

Cest le résultat attendu.

page 7/8



MPSI — Mathématiques Corrigé du Devoir Surveillé n°5

(c) (1 point) Comme N est un morphisme de groupes de (G, x) dans (R*, x) alors :
N(A™™B) = N(A)""N(B).

Comme A = 31, + 2J alors N(A) =3 +2y/2 = p, et donc N(A™™B) = ]\;(f).
Comme p™ < N(B) < p™™ alors 1< % < p.
Ceci donne bien : 1 < N(A™™B) < p.

(d) (1 point) Comme A~ B € G alors il existe (a,b) € S tel que A~™B = aly + bJ.
Supposons que b # 0. D’apres la question (6) ceci impose que N(A~™B) > p ou
N(A™B) < 5.

Ceci est faux car 1 < N(A™"B) < p.
Cette contradiction montre que b = 0. Comme a? = 2b*> + 1 alors a = 1, et donc
A™™B = I, puis B = A™.

8. (0,5 point) La question précédente montre que si (¢, d) est une solution de I’équation

(E) alors il existe m € N tel que (¢,d) = (am, bn).

Dans la question (3b) on a démontré que tous les couples (a,,b,) sont solutions de

I'équation (F).

Par double inclusion 'ensemble des solutions de ’équation (F) est l'ensemble des
couples (ayn, b,) oun € N.
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