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MPSI – Mathématiques

Corrigé du Devoir Surveillé no5

Problème 1. (12 points)
1. (2 points) La fonction f est définie sur R, dérivable de dérivée :

∀x ∈ R f ′(x) = ex − 1.

Cette dérivée est strictement positive sur R∗
+, nulle en 0 et uniquement en 0, et stric-

tement négative sur R∗
−.

Donc f est strictement croissante sur R+ et strictement décroissante sur R−.
On calcule f(0) = 1 et les limites de f sont : lim

x→−∞
f(x) = lim

x→+∞
f(x) = +∞.

La fonction f est continue et strictement croissante sur l’intervalle R+, donc elle réalise
une bijection de R+ dans f(R+) = [1, +∞[.
La fonction f est continue et strictement décroissante sur l’intervalle R−, donc elle
réalise une bijection de R− dans f(R−) = [1, +∞[.
Pour tout n ∈ N∗, comme n ∈ [1, +∞[ alors n admet un et un seul antécédent par f
dans R+ et un et un seul antécédent dans R−.
Donc il existe un unique un ∈ R+ tel que f(un) = n et un unique vn ∈ R− tel que
f(vn) = n.

2. (a) (1 point) Soit n ∈ N. Comme n < n + 1 alors f(un) < f(un+1). Or un et un+1 sont
positifs et f est croissante sur R+, donc un < un+1.
Comme n < n + 1 alors f(vn) < f(vn+1). Or vn et vn+1 sont négatifs et f est
décroissante sur R−, donc vn > vn+1.
Ceci montre que la suite (un)n∈N∗ est croissante et la suite (vn)n∈N∗ est décroissante.

(b) (2 points) D’après le théorème de la limite monotone, comme la suite (un) est
croissante alors elle admet une limite, éventuellement égale à +∞.
Soit ℓ cette limite.
Supposons que ℓ est finie. Comme la suite (un)n∈N converge vers ℓ et f est continue
sur R alors la suite (f(un)) converge vers f(ℓ).
Or par définition de un : ∀n ∈ N f(un) = n.
La suite (f(un)) diverge donc vers +∞, elle converge pas. Ceci montre que ℓ ne
peut être fini, et ainsi ℓ = +∞.
De même, la suite (vn) est décroissante donc elle admet une limite ℓ′, éventuellement
égale à −∞.
Si ℓ′ est finie, alors par continuité de f la suite f(vn) converge vers f(ℓ′). Mais
f(vn) = n, cette suite diverge, et cette contradiction montre que ℓ′ = −∞.
Finalement la suite (un) tend vers +∞ et la suite (vn) tend vers −∞.
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3. (a) (1 point) Soit n ∈ N∗. On calcule : f(ln(2n)) = 2n − ln(2n).
Par croissances comparées : ln(2n) = o(n).
Ainsi à partir d’un certain rang ln(2n) ⩽ n et donc 2n − ln(2n) ⩾ n.
Comme f(un) = n alors f(ln(2n)) ⩾ f(un), et comme f est croissante sur R+ on
en déduit ln(2n) ⩾ un, puis 0 ⩽ un ⩽ ln(2n) car un est positif.

(b) (2 points) Soit n ∈ N∗. Comme f(un) = n alors eun − un = n, ce qui donne
eun = n + un puis un = ln(n + un).
Ainsi un = ln n + ln

(
1 + un

n

)
.

Comme à partir d’un certain rang 0 ⩽ un ⩽ ln(2n) alors à partir d’un certain rang
0 ⩽ un

n
⩽ ln(2n)

n
.

Par croissances comparées ln(2n)
n

−−−−→
n→+∞

0, puis par théorème d’encadrement
un

n
−−−−→
n→+∞

0.

Par composition de limites ln(1 + un

n
) −−−−→

n→+∞
0 et ainsi ln(1 + un

n
) = o(ln n).

Comme un = ln n + ln
(
1 + un

n

)
alors un ∼ ln n.

(c) (1 point) L’égalité un = ln n + ln
(
1 + un

n

)
donne un − ln n = ln

(
1 + un

n

)
.

Comme un

n
−−−−→
n→+∞

0 alors l’équivalence ln(1 + x) ∼
(0)

x donne un − ln n ∼
(+∞)

un

n
.

Comme un ∼ ln n alors un − ln n ∼ ln n
n

.
On en déduit un − ln n = ln n

n
+ o

( ln n
n

)
puis :

un =
(+∞)

ln n + ln n

n
+ o

Å ln n

n

ã
.

4. (a) (1 point) Soit n ∈ N∗. Comme f(vn) = n alors evn − vn = n, et donc vn = −n + evn .
Comme vn ⩽ 0 alors 0 < evn ⩽ 1, donc :

∀n ∈ N∗ − n < vn ⩽ −n + 1.

Comme −n + 1 ∼ −n alors par théorème d’encadrement : vn ∼ −n.
(b) (2 points) On sait que pour tout n ∈ N∗ : vn + n = evn . On en déduit :

vn + n

e−n
= en+vn = eevn

.

Comme vn −−−−→
n→+∞

−∞ alors par composition de limites eevn −−−−→
n→+∞

1.

Ainsi vn + n ∼ e−n.
Par croissances comparées, pour tout k ∈ N : e−n =

(+∞)
o
( 1

nk

)
.

Ceci donne bien vn + n =
(+∞)

o
( 1

nk

)
et donc :

vn =
(+∞)

−n + o

Å 1
nk

ã
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Problème 2. (13 points)
1. (a) (1 point) Soit x ∈ R.

Posons k =
⌊
1 − x

T

⌋
. Alors k est un entier et par définition de la partie entière :

− x

T
< k ⩽ 1 − x

T

Ceci donne :
0 < x + kT ⩽ T.

Soit x′ = x + kT . Comme f est T -périodique alors f(x′) = f(x), et l’encadrement
ci-dessus montre que x′ ∈ [0, T ].

(b) (2 points) Comme f est continue alors par théorème des valeurs extrêmes f est
bornée sur tout segment. Elle est donc bornée sur le segment [0, T ]
Soit a la borne inférieure de f sur [0, T ] et b sa borne supérieure sur ce même
segment.
Pour tout x ∈ R, d’après la question précédente il existe x′ ∈ [0, T ] tel que f(x′) =
f(x). Comme x′ ∈ [0, T ] alors a ⩽ f(x′) ⩽ b, et donc a ⩽ f(x) ⩽ b.
Ceci montre que pour tout x ∈ R : a ⩽ f(x) ⩽ b, donc f est bornée sur R.

2. (1 point) Par définition A est une partie de R∗
+, donc elle est minorée par 0.

Comme f est périodique alors elle admet une période T strictement positive. Ce réel
appartient à A, donc A est non-vide.
Ainsi A est une partie non-vide minorée de R donc elle admet une borne inférieure,
que l’on note t.

3. (a) (2 points) On suppose que t = 0, donc 0 est le plus grand minorant de A.
Soit n ∈ N∗. Comme 0 < 1

n
alors 1

n
n’est pas un minorant de A, donc il existe T ∈ A

tel que T < 1
n
.

Comme T ∈ A alors T est une période de f .
D’après le théorème des valeurs extrêmes f est bornée sur le segment [0, T ] et elle
y atteint ses bornes. D’après la question (1) les bornes de f sur ce segment sont les
bornes de f sur R, à savoir a et b.
Il existe donc xn ∈ [0, T ] et yn ∈ [0, T ] tels que f(xn) = a et f(yn) = b.
Comme T < 1

n
alors xn et yn appartiennent à l’intervalle

[
0, 1

n

[
.

(b) (2 points) Par construction :

∀n ∈ N∗ 0 ⩽ xn <
1
n

et 0 ⩽ yn <
1
n

.

Par théorème d’encadrement :

lim
n→+∞

xn = lim
n→+∞

yn = 0.

Comme f est continue alors :

lim
n→+∞

f(xn) = lim
n→+∞

f(yn) = f(0).

Or (f(xn)) et (f(yn)) sont constantes, égales à a et b respectivement.
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Donc f(0) = a = b.
Ceci montre que Inf f = Sup f , donc f est constante.
Or par énoncé f n’est pas constante : on obtient une contradiction.
Cette contradiction montre que t ̸= 0.

4. (2 points) Par définition : H = {T ∈ R | ∀x ∈ R f(x + T ) = f(x)}.
• Il est évident que H ⊆ R.
• 0 ∈ H car : ∀x ∈ R f(x) = f(x).
• Soit (T, T ′) ∈ H2. Alors :

∀x ∈ R f(x + T ) = f(x) et f(x + T ′) = f(x).

Donc :
∀x ∈ R f(x + T + T ′) = f(x + T ) = f(x).

Ceci montre que T + T ′ ∈ H, donc H est stable par addition.
• Soit T ∈ H. Alors :

∀x ∈ R f(x + T ) = f(x).
Donc :

∀x ∈ R f(x − T ) = f(x − T + T ) = f(x).
Ceci montre que −T ∈ H, et donc H est stable par passage à l’opposé.

Les points ci-dessus montrent que H est un sous-groupe de (R, +).
5. (a) (1 point) On rappelle que t = Inf A, donc t est le plus grand minorant de A.

Comme A ⊆ R∗
+ alors t ⩾ 0, et comme on a démontré dans la question (3) que

t ̸= 0 alors t > 0.
Ainsi 2t > t, ce qui montre que 2t n’est pas un minorant de A, et donc il existe
T1 ∈ A tel que T1 < 2t.
Comme T1 ∈ A alors T1 ⩾ Inf A, i.e., T1 ⩾ t, et comme t ̸∈ A alors T1 > t.
Ainsi T1 ∈ ]t, 2t[.
Comme T1 > t alors T1 n’est pas un minorant de A, donc il existe T2 ∈ A tel que
T2 < T1.
Comme T2 ∈ A alors T2 > t et donc T2 ∈ ]t, T1[.

(b) (1,5 points) On sait que T1 et T2 sont deux éléments de A, donc de H. Comme
H est un sous-groupe de (R, +) alors il est stable par passage à l’opposé et par
addition, et T1 − T2 ∈ H.
On a vu que t < T1 < 2t et t < T2 < T1.
Ceci montre que 0 < T1 − T2 < 2t − t = t.
Ainsi T1 − T2 ∈ H ∩R∗

+ = A alors que T1 − T2 < t = Inf A, c’est une contradiction.
6. (0,5 point) La contradiction obtenue dans la question précédente montre que t ∈ A,

donc t est une période de f .
Comme t = Inf A alors t est la plus petite période de f .
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7. (0 point) Comme l’ensemble Q est stable par addition alors :

∀x ∈ R ∀r ∈ Q x ∈ Q ⇐⇒ x + r ∈ Q

Ceci montre que pour tout rationnel strictement positif r la fonction f est r-périodique.
En conséquence elle est périodique mais n’admet pas de plus petit période puisque pour
tout n ∈ N∗, 1

n
est une période de f .

Ceci montre que l’hypothèse de continuité du problème est indispensable. En effet f
est bien périodique, non constante, mais elle n’est pas continue.
On peut même justifier qu’elle n’est continue en aucun point :
Comme Q est dense dans R alors pour tout x ∈ R \ Q il existe une suite (rn)n∈N de
rationnels convergeant vers x. Ainsi rn → x alors que f(rn) = 1 et f(x) = 0, donc f
n’est pas continue en x.
Comme R \Q est dense dans R on démontre de la même façon que f n’est continue en
aucun point de Q.

Problème 3. Théorème de d’Alembert-Gauss (14 points)
Partie A. (9 points)
1. (a) (1 point) Pour tout z ∈ C, comme f(z) = |P (z)| alors f(z) ∈ R+.

Donc f(C) est une partie de R minorée par 0.
De plus elle n’est pas vide puisqu’elle contient au moins |P (0)|.
Finalement f(C) est une partie non-vide minorée de R donc d’après la propriété
de la borne inférieure elle admet un plus grand minorant, c’est-à-dire une borne
inférieure. On note m celle-ci.

(b) (1 point) Soit n ∈ N∗. Alors m + 1
n

> m. Comme m est le plus grand minorant de
f(C) alors m + 1

n
n’est pas un minorant de f(C).

Il existe donc un élément xn de f(C) tel que xn < m + 1
n
.

Comme xn ∈ f(C) alors il existe zn ∈ C tel que xn = f(zn).
2. (a) (1 point) Soit z ∈ C. Par définition de P :

apzp = P (z) −
p−1∑
k=0

akzk

Par inégalité triangulaire :

|apzp| ⩽ |P (z)| +
p−1∑
k=0

∣∣akzk
∣∣

Par propriété du module : ∀k = 0, . . . , p :
∣∣akzk

∣∣ = |ak||z|k. Ainsi :

|ap||z|p ⩽ f(z) +
p−1∑
k=0

|ak||z|k
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(b) (1 point) Par définition
∼
P = |ap|Xp −

p−1∑
k=0

|ak|Xk.

Ce polynôme est réel, et son coefficient dominant |ap| est non-nul. Comme p ⩾ 1
alors

∼
P (x) tend vers +∞ lorsque x tend vers +∞. Par définition ceci signifie :

∀A ∈ R ∃B ∈ R ∀x ∈ R x ⩾ B =⇒
∼
P (x) ⩾ A.

Comme m + 2 est un réel alors il existe un réel B tel que :

∀x ∈ R x ⩾ B =⇒
∼
P (x) ⩾ m + 2.

(c) (1 point) D’après la question (2a) :

∀z ∈ C f(z) ⩾ |ap||z|p −
p−1∑
k=0

|ak||z|k =
∼
P (|z|).

D’après la question précédente, si |z| ⩾ B alors
∼
P (|z|) ⩾ m + 2, donc par transiti-

vité :
∀z ∈ C |z| ⩾ B =⇒ f(z) ⩾ m + 2.

(d) (1 point) Par contraposée le propriété ci-dessus donne :

∀z ∈ C f(z) < m + 2 =⇒ |z| < B.

Soit n ∈ N∗.
On sait que f(zn) ⩽ m + 1

n
, ce qui donne f(zn) < m + 2, et ainsi |zn| < B.

Ceci montre que la suite (zn)n∈N∗ est bornée.
3. (a) (1 point) Les fonctions polynomiales sont continues, et la fonction z 7→ |z| est

continue. Par composition la fonction f : z 7→ |P (z)| est continue.
(b) (2 points) La suite (zn)n∈N∗ est bornée donc d’après le théorème de Bolzano-Wei-

erstrass elle admet une suite extraite convergente.
Soit (zφ(n))n∈N∗ une suite extraite convergente, c’est-à-dire que φ est une fonction
strictement croissante de N∗ dans N∗, et la suite (zφ(n))n∈N∗ converge vers un com-
plexe que l’on note z0.
Comme la fonction f est continue alors la suite (f(zφ(n)))n∈N∗ converge vers f(z0).
On sait que pour tout n ∈ N∗ : f(zn) ⩽ m + 1

n
.

Comme f(zn) ∈ f(C) et m = inf f(C) alors pour tout n ∈ N∗ : m ⩽ f(zn).
Ainsi : ∀n ∈ N∗ m ⩽ f(zn) ⩽ m + 1

n
.

Par théorème d’encadrement la suite (f(zn))n∈N∗ converge vers m.
Comme la suite (f(zφ(n)))n∈N∗ est extraite de la suite (f(zn))n∈N∗ alors elle converge
aussi vers m.
Or lim

n→+∞
f(zφ(n)) = f(z0), donc par unicité de la limite f(z0) = m.

Il existe bien z0 ∈ C tel que f(z0) = m.
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Partie B. (5 points)
1. (1 point) On suppose m ̸= 0 donc P (z0) ̸= 0. Ainsi 1

P (z0) est défini, et c’est un scalaire.

Comme Q(X) = P (z0+X)
P (z0) alors Q = 1

P (z0)(P ◦ R) où R(X) = X + z0.
Ainsi R est de degré 1 et comme P est de degré p alors Q est de degré p × 1 = p.
Ceci montre que bp ̸= 0.
En spécialisant en 0 on obtient Q(0) = b0. Or Q(0) = P (z0)

P (z0) = 1, donc b0 = 1.
Comme m = inf f(C) alors pour tout z ∈ C : |P (z)| ⩾ m.
On sait que m = f(z0) donc pour tout z ∈ C : |P (z)| ⩾ |P (z0)|.
On a supposé que m > 0 donc :

∀z ∈ C |Q(z)| = |P (z + z0)|
|P (z0)|

⩾ 1.

2. (1 point) L’ensemble {k ∈ {1, . . . , n} | bk ̸= 0} est une partie de N non-vide car elle
contient au moins bp, donc elle admet un minimum que l’on note j. Ce minimum est
un entier et vérifie 1 ⩽ j ⩽ p.
Comme bj est non-nul alors − 1

bj
est défini.

C’est un complexe donc il admet une racine j-ème dans C.
On note c celle-ci, si bien que cj = − 1

bj
.

3. (a) (1 point) Soit t ∈ R. Par définition de g : g(t) = Q(ct) =
p∑

k=0
bk(ct)k.

Comme j est le plus petit indice k ∈ {1, . . . , p} tel que bk ̸= 0 alors bk est nul pour
tout k = 1, . . . , j − 1. Ceci donne :

g(t) = b0 +
p∑

k=j

bk(ct)k = b0 + bjc
jtj +

p∑
k=j+1

bkcktk.

On sait que b0 = 1 et cj = − 1
bj

donc :

g(t) = 1 − tj +
p∑

k=j+1
bkcktk.

Si k > j alors tk =
(0)

o(tj), donc par somme :

g(t) =
(0)

1 − tj + o(tj).

(b) (1 point) D’après la question précédente :

g(t) − (1 − tj)
tj

−−→
t→0

0.

Comme 1
2 > 0 alors il existe un réel η > 0 tel que :

∀t ∈ R |t| ⩽ η =⇒
∣∣∣∣g(t) − (1 − tj)

tj

∣∣∣∣ ⩽ 1
2 .
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Ceci donne :

∀t ∈ R |t| ⩽ η =⇒
∣∣g(t) − (1 − tj)

∣∣ ⩽ 1
2
∣∣tj

∣∣.
On en déduit, en gardant les valeurs positives de t :

∀t ∈ R 0 ⩽ t ⩽ η =⇒
∣∣g(t) − (1 − tj)

∣∣ ⩽ 1
2tj. (1)

(c) (1 point) Par inégalité triangulaire :

∀t ∈ R |g(t)| ⩽
∣∣g(t) − (1 − tj)

∣∣ +
∣∣1 − tj

∣∣.
Soit α = Min {η, 1}. Alors α > 0 et d’après (1) :

∀t ∈ R 0 ⩽ t ⩽ α =⇒ |g(t)| ⩽ 1
2tj +

∣∣1 − tj
∣∣.

Si 0 ⩽ t ⩽ α alors 0 ⩽ t ⩽ 1 donc tj ⩽ 1 puis |1 − tj| = 1 − tj, et :

∀t ∈ R 0 ⩽ t ⩽ α =⇒ |g(t)| ⩽ 1
2tj + 1 − tj = 1 − 1

2tj.

Par exemple pour t = α on obtient g(t) ⩽ 1 − 1
2αj < 1, donc il existe bien t ∈ R tel

que |g(t)| < 1.
Comme g(t) = Q(ct) ceci donne |Q(ct)| < 1. Mais dans la question (1) on a démon-
tré que pour tout z ∈ C : |Q(z)| ⩾ 1.
Cette contradiction montre que m n’est pas strictement positif, et comme m est
positif alors m = 0.
On sait que |P (z0)| = m, donc P (z0) = 0, et ainsi P admet une racine.
Le théorème de d’Alembert-Gauss est démontré : tout polynôme non constant ad-
met une racine dans C.
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