Lycée Bellevue — Toulouse 13 février 2026
MPSI — Mathématiques

[ Devoir Surveillé n°5 ]

Durée : 3 heures — Calculatrices non autorisées.

e On rappelle qu’une grande attention est portée a la présentation, [’orthographe, la qua-
lité de la rédaction.

e En général les symboles mathématiques ne doivent pas figurer dans une phrase.
e Les objets introduits doivent étre présentés correctement.

e Les références au cours doivent étre citées, de méme que les questions précédentes si
elles sont utilisées.

e [l est inutile de recopier [’énonceé.

e Les copies doivent étre numérotées, leur nombre total indiqué.
e Les annotations au crayon ne sont pas prises en compte.

e Le baréeme est indicatif.

e Si un éléve est amené a repérer ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il pleurera
Jjusqu’a ce qu’un surveillant vienne le consoler.

Probléme 1. Deux suites implicites (12 points)

Soit f: R — R
r — et — .

1. Démontrer que pour tout n € IN* I’équation f(x) = n admet exactement une solution
négative et une positive positive.

On note u,, et v, ces deux solutions, avec v, < 0 < u,.

2. (a) Démontrer que la suite (u,)n,en+ est croissante et la suite (v, ),en+ est décroissante.

(b) Déterminer les limites des suites (uy,)nen+ €t (V) nen-
3. (a) Démontrer qu’a partir d'un certain rang : 0 < u,, < In(2n).
(b) Justifier que pour tout entier n > 1: w, =In(n+ u,).

En déduire que u,, ~ Inn.
(c) Démontrer que u, —Inn ~ 1“7” et en déduire le développement asymptotique :

Inn <lnn>
U, = Inn+—+o|l —|.
(+00) n n

4. (a) Démontrer que v, ~ —n.
(b) Démontrer que v, +n ~ e~ et que pour tout k € IN :
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Probléme 2. Sur les fonctions continues périodiques (13 points)
Soit f : R — R une fonction continue, non constante et périodique.
Une période de f est un réel strictement positif 7' tel que : Ve e R f(z+T) = f(z).

Le but de ce probléme est de démontrer que f possede une plus petite période.

1. Soit T" une période de f.
(a) Démontrer que pour tout = € R il existe 2’ € [0, T tel que f(z') = f(z).
(b) En déduire que f est bornée.
Dans la suite on note a sa borne inférieure et b sa borne supérieure.
2. Soit A Pensemble des périodes de f: A={TeR} | VzeR f(z+T)=f(z)}.

Justifier que A admet une borne inférieure. On note t celle-ci.

3. On suppose que t = 0.

(a) Démontrer que pour tout n € IN* il existe ,, € [O, % [ tel que f(x,) =aety, € [0, %[

tel que f(y,) = b.
(b) En déduire une contradiction.
4.80it H={T eR|VxeR f(z+T)=f(x)}, si bien que A= HNRY.
Démontrer que H est un sous-groupe de (R, +).
5. On suppose que t ¢ A.
(a) Justifier qu’il existe T} € A tel que t < T} < 2t puis qu’il existe Ty € A tel que
t <1y < Tj.
(b) Justifier que Ty} — T» € H et en déduire une contradiction.
6. Justifier que t est la plus petite période de f.
7. Question d ne pas traiter!

On définit la fonction f: R — R
1 sizeq

0 sinon.

Démontrer que f est périodique mais n’admet pas de plus petite période.

Probleme 3. Théoréme de d’Alembert-Gauss (14 points)

Le but de ce probleme est de démontrer le théoréeme de d’Alembert-Gauss.

p
Soit P =) a;,X"* un polyndéme de C[X] de degré p strictement positif : p > 1.
k=0
On définit la fonction f: C — R
z — |P(2)].

Dans la partie A on démontre que cette fonction admet une borne inférieure, puis que
cette borne est atteinte. Dans la partie B on démontre que cette borne est nulle et on
conclut.
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Partie A. (9 points)
1. (a) Justifier que f(C) est une partie de R admettant une borne inférieure.
On note m cette borne inférieure.
(b) Démontrer que pour tout n € IN* il existe z, € C tel que f(z,) < m+ %

2. (a) A Plaide de l'inégalité triangulaire, démontrer que pour tout z € C

p—1

k

lapllzl” < f(2) + > lax|l2]".
k=0

(b) On note P = |a,|X? — ) |ay|X*. Démontrer qu'il existe un réel B tel que :
k=0

Ve e R r>B = f’(x)}m—kQ
(c) En déduire que pour un tel réel B :
VzeC 2| > B = f(z)>m+2

(d) Démontrer que la suite (z,)nen+ est bornée.
3. (a) Justifier que la fonction f est continue.

(b) A l'aide d’un fameux théoréme, démontrer qu’il existe zy € C tel que f(zo) = m.

Partie B. (5 points)
On suppose que m est strictement positif :  m > 0.
P X
On définit le polynéme @) par Q(X) = @ et on note Q = Z b X"
P(z) kelN

1. Justifier que b, # 0, by = 1 et que pour tout z € C: [Q(z)| > 1.
2. Soit j = Min{k € {1,...,p} | br # 0}. Justifier que j est bien défini et que —bij admet
une racine j-éme dans C, que I'on note c.
3.50it g: R — C
t — Q(ct).

(a) Démontrer que ¢g(t) 5 1 —t/ +o(t!).

(b) Démontrer qu’il existe un réel n > 0 tel que :
. 1.
vVt e R 0<tsn = ]g(t)—(l—tj)‘<§t3,

(c) En déduire qu'il existe t € R tel que [g(t)] < 1 et conclure.
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