Lycée Bellevue — Toulouse 9 février 2026
MPSI — Mathématiques

[ Corrigé du Devoir a la Maison n°8 J

1. (a) On démontre que la suite (/,,)new est décroissante et minorée.
Soit n un entier naturel fixé.

Site [0, g} alors 0 <sint < 1, donc :

Vit e [0, g] 0 < sin™ ¢ < sin .
Par croissance de l'intégrale :
0< /fsin”“tdt < /Ogsin”tdt.
Ceci est valable pour tout n donc on a démontré que :

YneN  0< L < I

La suite (I,)nen est minorée par 0 et décroissante, donc elle converge d’apres le
théoreme de la limite monotone.

(b) Soit n € IN fixé. On commence par expliciter I, :

™

Iyio = /isin”Jr2 tdt.
0

On pose u/(t) = sint et v(t) = sin""'¢. Alors u(t) = —cost et v/'(t) = (n +
1) costsin™t.

Les fonctions u et v sont de classe 6" sur le segment [O, g} Le théoreme d’intégra-
tion par parties donne :

Lo = [ — costsin"*! t}f + /0’5 (n + 1) cos® tsin™ t dt.
On calcule :
Lnpa =0+ (n + 1)/02(1 ~ sin?¢) sin™ ¢ dt
=(n+1) (/Ogsin"tdt — /()gsin"”tdt) par linéarité

=+ 1)Uy — L) =+ 1), — (n+ 1)l

Ceci donne :

(n+2),2 = (n+1)I,.

Cest le résultat attendu.
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(¢) En multipliant le résultat de la question précédente par 1,1 on obtient :

Ceci montre que la suite ((n + 1)I,,1,11)nen est constante : deux de ses termes

consécutifs sont égaux.

On calcule :

joz/ildt: ME:E et Ilz/fsintdt: [—cost} =1.
0 0 2 0 0

Ny

Pour n = 0 on obtient (n + 1)1, 1,41 = Iol; = 5.

On en déduit donc :

Vn e N (n+ 1)1 = g

(d) La formule précédente peut s’écrire :

m
v N LI, 4 =— 1

On sait depuis la question 1 que la suite (I,,),en est convergente. Notons £ sa limite.
Par décalage la suite (I,,11)nen converge également vers /.
Par produit la suite (I,,1,,41)nen converge vers £2.
Or la suite (ﬁ)nem converge vers 0.
Par unicité de la limite, 1’égalité (1) montre que ¢? = 0, et donc ¢ = 0.
En conclusion la suite (I,),en converge vers 0.
2. (a) On sait que la suite (1,,)nen est décroissante, donc :

Vn € N _[n+2 < ]n+1 < _[n

Comme la suite ((n +1)1,1,41) est constante égale a 7 alors aucun I, ne peut étre
nul.
Mais on sait que les termes I,, sont positifs, ils sont donc strictement positifs.

Par division par I,, on obtient :

Vn e N < <1
n e I, < I,
D’apres la question ¢, comme (n + 2)1,12 = (n + 1)I,, alors :
1 I,
VneN Lo imlog
n+2 1,

Or lim Z—ié = 1, donc par théoreme d’encadrement :

I,
lim 1

n——+o0o In

=1.

Ceci montre que les suites (I, )nen €t (1n11)nen sont équivalentes.

page 2/5



MPSI — Mathématiques Corrigé du Devoir a la Maison n°8

(b) La formule (1) nous a donné :

T
VneN  Iyq=-——.
ne 1T o+ 1)
On en déduit : . .
Pl =~ —
n T on+1)  2n

Comme la suite (I,,) est positive alors /12 = I,, donc :

I, ~ /.
+o0 2n

On a prouvé que la suite (I,,) converge vers 0, et on en a aussi donné un équivalent.

e 2n)! w
3. (a) Pour tout n € IN on note %, la proposition : I, = ()2 5
On démontre par récurrence que cette proposition est vraie pour tout n € IN.

Initialisation. Pour n =0 on a [y = § = 40(00‘,)2 5, donc la proposition 9P, est vraie.

Hérédité. Supposons que pour un n € IN la proposition 9, est vraie.
D’apres 1'égalité de la question (1b) :
2n +1

2n+2 — m 2n-
En utilisant I'hypothese de récurrence :

I S 2n4+1 (2n)! m 2n+2 2n+1  (2n)!
2 T on 42402 2 2(n+ 1) 2(n + 1) 47(n!)2

|

On obtient :
(2n +2)!

I o s
2D T gt T ((n + 1)1)2 2

La propriété 29,1 est donc vraie.

L’hérédité est démontrée.

Conclusion. Par récurrence la propriété 2, est vraie pour tout n € IN.

(b) Comme (2:) = Ei?)); alors la relation précédente donne :
2 2 x 4"
¥n e N < ”) ek %
n T

[ 7
D’apres 1 tion (2) 1 Iy, ~ 4/—.
apres la question (2) o 22\ 1
On en déduit I'équivalent :
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4. (a) Soit n > 1. On calcule :

Upi1 (n+1)"y/n+1  en!
In—— =1In =In

X
Un, entl(n 4 1)! n"/n

~(nry)m(1e2) 1

On pose h = % Alors :

(n—l— 1)n+é1
n e

Un41 1 1)
1 :( —|In(14+h)—1
t Up, h+2 n(l+h)

11 I R E 5)
= (5r5) (= 5 = o)) 1

h h?* K RB* h  h* K Rt

-] — - — ] 4
st T tE s T T 3 + op—0(h%)
h? K3 3Kt

= — — 4+ B

12 12 T g tonolh)

Ceci donne le développement asymptotique :

n = — Otoo\ =7
u, 12n2 1203 40n* T\ nd

Ensuite : .
(U Uppr€120FD Upt1 1 1
In =1In 5 =1In —
Up UpeT2n Up 12(n+1) 12n
En posant h = Tll :
1 r 1 B h?
12(n+1) 12n  12n(n+1)  12(1+h)
h2
h2+h3 h4+ (h4) 1 N 1 1 n (1)
= — R — [0) _ — — Otoo|l —
2 12 12 12n2 " 1203 12p4 TP\
Finalement :

Un+1 1 < 1 >
1 = —— ol —
. Up, 120n* + o+ n*
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(b) Les développements limités obtenus dans la question précédente montrent que :

1 Un+1 1 t 1 Un+1 1
n ~ e n ~ —
Uy, 12n2 Up, 120n*

Ainsi la suite <ln %) et positive & partir d’un certain rang et la suite (ln %) et
n n

négative a partir d’un certain rang.

En conséquence, a partir d'un certain rang : “Z—:l >1 et % < 1.

Comme les suites (u,) et (v,) sont strictement positives, alors ceci montre que la

suite (u,) est croissante a partir d’un certain rang et la suite (v,) est décroissante

a partir d'un certain rang.
D’apres la question précédente il existe un entier naturel N tel que :

VnelN n>2N =— u,<Up1 et v, <,

La suite (u,) est croissante a partir du rang N et la suite (v,) est décroissante &
partir du rang N.

De plus, comme ﬁ > 0 alors e > 1 et donc U, < v,. Ceci montre que :
Vn € N n=2N — uy<u,<v, <UyN

Ainsi la suite (u,) est croissante a partir du rang N et majorée par vy.

Par théoreme de la limite monotone elle est convergente, et par théoreme de com-
paraison sa limite £ vérifie uy < £ < vy.

Comme uy est strictement positif alors ¢ est strictement positif.

(d) On calcule, pour n € IN* :

(e)

(un)®  n*" xn e2r(2n)l (3" \/ﬁ
2

Usy,  €2(nD)2 7 (2n)27/2n 4"
D’apres la question (3b) :
(up)? 1 4" a1

Uy, N47"\/7m 52\/27r

: (Un)2 ) 1
La suite <T2n converge donc vers ors

D’autre part la suite (u,) converge vers ¢, et comme la suite (ug,) en est extraite

. . 2 2
alors elle converge aussi vers ¢. Comme ¢ # 0 la suite (%) converge vers % = /.

Ceci donne :
P
2V o

Comme la suite (u,) converge vers \/#27 alors la suite (v/2mu,,) converge vers 1, i.e., :

Jan

enn! n—+oo

On en déduit I'équivalence :

n! ~ \/%(E)n

e
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