Lycée Bellevue — Toulouse 26 janvier 2026

MPSI — Mathématiques

[ Corrigé du Devoir a la Maison n°7 ]

Exercice 1.
Comme f est un morphisme d’anneaux de R dans lui-méme, alors :
(MA;)  Y(z,y) €R®  flz+y)=flx)+ [(y)
(MAz)  V(z,y) €R*  f(zy) = f(2)f(y)
(Maz)  f(1) =1
1. On démontre pour récurrence : VYn € N f(n)=n
Initialisation. La propriété (MA;) donne pour z =y =0: f(0) = f(0) + f(0).

Comme (R, +) est un groupe alors f(0) admet un opposé, que ’on peut ajouter a cette

égalité, et donc f(0) = 0.
Hérédité. Supposons que pour unn € N @ f(n) = n.
D’apres la propriété (MA) :  f(n+1) = f(n)+ f(1)
On a admis que f(n) = n, et d’apres la propriété (MA3z) :  f(1) = 1.
Donc f(n+ 1) =n + 1, ce qui démontre I'hérédité.
Conclusion. Par récurrence : ¥Yn € N f(n) =n
2. Soit n € Z. On sait déja que si n est positif alors f(n) = n.
Si n est négatif alors —n est positif, donc f(—n) = —n.
D’apres la propriété (MA) :  f(n—n) = f(n) + f(—n)

Comme f(0) = 0 alors f(n)+ f(—n) =0, ce qui donne f(n) = —f(—n) = —(—n) =n.

On a démontré que pour tout n € Z :  f(n) =n.
3. Soit r € Q. Alors il existe deux entiers p € Z et ¢ € IN* tels que r = %.
Alors p = qr. D’apres la propriété (MAy) = f(p) = f(q)f(r)
Comme p et ¢ sont entiers alors f(p) =p et f(q) = ¢, donc p = qf(r).
Comme ¢ est non-nul alors f(r) = £, ce qui donne f(r) = 7.
On a démontré que pour tout r € Q :  f(r) =r.
4. (a) Soit = € Ry. Alors /Z est définie et = = /2°.
D’aprés la propriété (MAy) @ f(z) = f(v/2)2
Ceci montre que f(z) > 0.

Soit x et y deux réels tels que x < y. Alors y — x > 0, donc d’apres ce qui précede

fly—=z) =20.

D’apres la propriété (MAs) : f(y —x) = f(y) — f(x).

Done f(y) = f().

On a démontré que pour tout (z,y) € R?, si z < y alors f(z) < f(y).

Ainsi f est croissante.
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(b) Soit = un réel et n € IN*. L’intervalle [x — %, x} n’est pas réduit & un point, et Q

est dense dans R, donc il existe un rationnel r, dans cet intervalle.

Ce rationnel vérifie z — % <rp,<z,doncr, <z <r,+ %

(c) On sait que :
1

VneN* z——<r, <.
n
Comme (z — 1) —— 2 alors par théoréme d’encadrement 7, — .
n7 n—4o0 n—+00
On sait que :
1
VneN* r,<x<r,+ —.
n

Comme f est croissante alors :

Vi e N () < S() < S+ ).

Comme 7, et + sont rationnels alors f(r,) =r, et f(r, + =) =7, + =, donc :

1
VnelN r, < f(x)<r,+ —.
n

Comme 7, — x alors par somme (1, + ) —— o et par théoréme

n—+00 7 n—4o0
d’encadrement :  f(z) —— =.

n—-+o0o

Cette suite étant constante : f(z) = x.

On a démontré que: Ve R f(z) ==.
Ceci signifie bien que f = Idg.
Finalement on a démontré que le seul endomorphisme d’anneau de (R, +, x) est
I'identité de R.
5.80it f: C — C
z — Z.
Les propriétés de la coonjugaison montrent que :

V(21 29) € C? flz14 22) = f(z1) + f(22) et f(z122) = f(21)f(22)

En effet 21 + 20 = 21 + 25 et Z125 = 21 + 2.

De plus f(1) = 1 = 1, donc les propriétés (MA;), (MAy) et (MAjz) sont vérifiées.
Ainsi f est un endomorphisme de I'anneau (C,+, x), et il est différent de identité,
par exemple car f(i) = —i # . Démontrons que f est le seul autre endomorphisme
d’anneau de C.

Soit f un endomorphisme d’anneau de (C, +, X).

Sa restriction & R est alors un morphisme d’anneaux de (R, 4, x) dans (C, +, x), car
les propriétés (MA;), (MAs) et (MAj3) sont vérifiées lorsqu’on les restreint a R.

Toutes les démonstrations précédentes restent vraies, donc : Vr € R f(x) = z.
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Comme i? = —1 alors la propriété (MAy) montre que f(i)* = f(i?) = f(—1) = —1.
Ainsi f(i) =i ou f(i) = —i.
Soit z = x + iy un complexe. Les propriétés (MA;) et (MAs) donnent :
J(z) = [z +iy) = f(z) + F@)f(y) =2+ f(D)y.
Ainsi f(z) =z s f(i) =iet f(z) =Zsi f(i) = —i.

Donc f est 'identité de C ou la conjugaison.

Les applications z +— z et z + z étant des endomorphismes de (C,+, x), il existe
exactement deux endomorphismes d’anneau de (C, +, x).

Exercice 2.
1. Soit (u,)nen une suite convergente, et soit ¢ sa limite.
Démontrons que la suite (u,)nen est une suite de Cauchy.

Soit € > 0. Alors § > 0. Comme la suite (tn)nen converge vers £ alors :
INeN VneN (n>N — yun—mg%)
Soit p et ¢ deux entiers. D’apres ce qui précede, si p > N et ¢ > N alors :
=0 <5 ety -l <5
D’apres l'inégalité triangulaire :
[(up =€) = (ug — O)] < |up — €] + |ug — £

On en déduit :

up —ug| < 5 4+5=¢

Do M

On a démontré que :
Ve >0 ANeN  V(p,q) €N (p=N e ¢g=>N) = |u,—u,<c¢

La suite (u,)nen est bien une suite de Cauchy.
2. Soit (u,) une suite de Cauchy. Pour € = 1, comme ¢ > 0 alors :

ANeN  V(p,q) €N (p=N e ¢g=>N) = |u,—u,<1
Si ¢ = N alors ¢ > N donc :

Vp e N p=>2N = |u,—un|<1
— uy-—1<u,<uy+1

Tous les termes u,, de la suite pour n > N sont dans U'intervalle [uy — 1, uy + 1], donc
ils forment un ensemble borné.

Les termes pour 0 < n < N sont en nombre fini donc ils forment un ensemble borné
également.

L’union de deux ensembles bornés est un ensemble borné, donc la suite (u,)nen est
bornée.
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3. Soit (u,) une suite de Cauchy.

D’apres la question précédente la suite (u,) est bornée donc d’apres le théoreme de
Bolzano-Weierstrass elle admet une suite extraite convergente.

Notons (uy(n)) une telle suite, c’est-a-dire que ¢ : N — IN est une fonction strictement
croissante.

Soit ¢ la limite de la suite extraite (uy(m)).
Démontrons que la suite (u,) converge vers £.
Soit € > 0.

Alors £ > 0. Comme la suite (u,) est une suite de Cauchy alors :

I EN  VpgeN  (pENoet ¢>N) = o —ul <

Soit n un entier supérieur ou égal a N;. Comme la fonction ¢ : IN — IN est strictement
croissante alors par propriété p(n) = n, et donc ¢(n) = Nj.

Comme n > Nj et p(n) > N; alors :

Un — ng(n)} <5
Comme la suite (u,(,)) converge vers ¢ alors par définition de la convergence il existe
un entier Ny tel que :

meEN >Ny = Jugm — | <3

Soit Ny = Max { Ny, No}. Pour tout n € N, si n > Ny alors n > Ny et n > N; donc :

€
et ’U,@(n) — €| < 3
Par inégalité triangulaire :
| (= Upm) + () = O] < [tn = )| + |tpm) — €] < % + %

Ceci donne :  |u, — | < ¢

Nous avons démontré que pour tout € > 0 il existe Ny € N tel que :
Vn € N nzNy = |u,—/{<¢

Ceci signifie que la suite (u,) converge vers £.

Ainsi toute suite de Cauchy est convergente.
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4. D’apres ce qui précede, pour démontrer que la suite (u,,) converge il suffit de démontrer
qu’elle est de Cauchy.

Soit deux entiers naturels p et q. On suppose que p > q. Par télescopage :
p—1
Up — Ug = Y (Upg1 — ug).
k=q

Par inégalité triangulaire :

— U] < Z|Uk+1 — Uyl

Soit a un réel tel que : Vn € N |u,y1 — u,| < a™  Alors :

p—1
|up — ug| < Zak
k=q
Comme a # 1 alors :
pz—:l . al—a? (1 — aP9)
a _
1—a 1—a

Comme a € [0,1] alors 1 —a > 0 et a9 > 0, donc :

aq

1—a

|up — uy| <

Soit ¢ > 0. Alors (1 —a)e > 0, car a < 1. Comme a € [0,1] alors la suite (a?)4en
converge vers 0, donc il existe N € IN tel que :

VgeIN ¢>N = |d]<(1-a)e.
Ceci montre que :
Y(p,q) € IN? p=2q=2N = |u,—uy <e
Comme |u, — u,| = |u, — uy,| alors en intervertissant p et ¢ on obtient :
Vip.q) EN*>  q=p>N = |u,—u<ce
On a démontré que pour tout € > 0 il existe un entier N tel que :
Y(p,q) € IN? (p=N et ¢=2N) = |u,—u,l<e¢

La suite (u,) est donc de Cauchy, et ainsi elle converge.
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