Lycée Bellevue — Toulouse pour le 6 janvier 2025
MPSI — Mathématiques

Devoir a la Maison n°7

Suites double-récurrentes linéaires

On désigne par CN I’ensemble des suites complexes indexées par N.

Soit a, b et ¢ trois éléments de C, avec a et ¢ non-nuls. On définit I’ensemble :
E = {(Un)neN eCN ) Vn €N auyio + by + cu, = O}
On définit ensuite I’équation du second degré
(C)  aN+bA+c=0

et on note A son discriminant.

Si A est non-nul on note A\; et Ay les deux solutions de I'équation (C'), sinon on note Ag
son unique solution.

On pose ensuite :

{(04()\1)” + B(A2)") e ’ (a,B) € C2} siA#0
{(an+H)0))en | (@B eC?} siA=0

On souhaite démontrer le résultat suivant, figurant dans le cours : FE = F

F =

1. Démontrer que ' C E. Il faudra bien stir séparer les deux cas.

On note dorénavant (uy,),eny un élément de F, c’est-a-dire une suite (uy,)ney vérifiant :

Vn € N AUpyo + bUpiq + cuy, =0

Pour tout n € N on pose U,, = (uZH )
n

2. Déterminer une matrice A telle que pour tout n € N: U, = AU,.
3. Exprimer U,, pour n € N en fonction de A, n et Up.
4. Dans cette question on suppose que A est non-nul.

(a) Exprimer A en fonction de A; et Ay. Déterminer deux matrices colonnes non-nulles
C1 et Oy telles que AC; = \;C; pour @ = 1,2.

On note P la matrice (Cy Cs).

(b) Justifier que P est inversible et donner sa matrice inverse.
(c) Calculer D = P71AP.

(d) Pour tout n € N, exprimer A" en fonction de P, D et n.

(

e) Calculer P~'U, puis D"P~Uj en fonction de ug, uy, A, Ao et n.
En déduire une expression de (u,) pour tout n € N.

(f) Conclure.
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5. Dans cette question on suppose que A est nul.

(a) Exprimer A en fonction de Ay puis déterminer deux matrices colonnes non-nulles

Cy et C telles que ACy = A\Cp et AC] = M C{) + Cp.
On note P la matrice (Cy CY}).
(b) (c¢) Reproduire les questions 4 (b) et 4 (c).
(d) Calculer D™ pour tout n € N. On pourra utiliser la formule du binéme.

(e) (f) En procédant comme dans les questions 4 (e) et 4 (f) donner une expression de
(uy,) et conclure.
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