Lycée Bellevue — Toulouse 8 décembre 2025
MPSI — Mathématiques

[ Corrigé du Devoir a la Maison n°5 ]

1. (a)Siz e [—g, g[ alors —1 < sinz < 1 donc 1 — sinx est non-nul.

Ceci montre que la fonction f est bien définie.

La fonction f est quotient de fonctions dérivables donc elle est dérivable. Sa dérivée

est :

T cosxz(l —sinz) + (1 +sinz)cosz 2cosx

Vo € {—, [ f/(l‘) = ( ) ( ) — :

2’2 (1 —sinx)? (1 —sinx)?
Cette dérivée est strictement positive sauf en x = —7 donc f est strictement crois-
sante.
La limite de f en § est :  lim f(z) = +o0

T25

On calcule f(—g) =0, f’(—g) =0,et f(0)=1, f'(0) = 2.
La courbe de f est représentée page suivante.

(b) La fonction f est continue est strictement croissante sur l'intervalle |—7, g{ donc

par théoréme elle réalise une bijection de [—g, g[ dans f( {—g, z D

Les variations de f montrent que f ({—g, g[) = [0, +00[ = Ry, donc [ réalise une

bijection de [—g, g[ dans R;.
2. (a) La fonction racine carrée est définie sur R, et la fonction arc-tangente est définie
sur R, donc par composition et addition la fonction g est bien définie.

La fonction arc-tangente réalise une bijection croissante de R, dans {O, g[, donc :

Toow
— é?arctan\/i—§<—

Vr e Ry 0=V = Ogarctan\/f<g
E
2 2

Ainsi la fonction g est bien définie sur R, et prend ses valeurs dans l'intervalle
m™ T
2.1

(b) La fonction arc-tangente est dérivable en 0 donc : lir% %:gmmno = arctan’ 0.
r—r

Comme arctan 0 = 0 et arctan’ 0 = 1 alors amt% —0> 1 et donc arctanz (N x.
xr—> 0

En conséquence :

g(x) — g(0) _ 2arctan /r = 2\/x

~ =

z—0 T 0) x

— +00
z—0

e

La fonction g n’est pas dérivable en 0.
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3. (a) Soit z € R. Alors :

cos (2arctan r) = 2 cos® (arctanz) — 1

La formule 1 + tan?z = —%— donne :
2 2 1 — 22
cos (2arctanz) = 5 B T S
1 + tan®(arctan x) 1+ 22 1+ 22

On en déduit :

Ve e R fog() 1+ sin (2 arctan \/z — %) 1 — cos (2arctan /)
T o g(z) = _
) I =sin (2 arctan /r — g) 1 + cos (2arctan /)

D’apres la formule pour cos(2 arctan z) :

1 — —x
Ve e Ry fog(z)= +(1+§ =x

Ceci montre que f o g = Idg, .
(b) On a justifié que f est bijective, donc elle admet une réciproque f*.

On vient de démontrer que f o g = Idg, , ce qui donne :
flto(fog)=f""oldg, = f
D’autre part, par associativité de la loi o :
-1 (-1 _ _
fre(fog)=(fTof)og=1d[ s 09=yg

On en déduit donc que g = f~! : g est la réciproque de f.
(c) Comme g est la réciproque de f alors la courbe de g est obtenue & partir de celle
de f par symétrie par rapport a la premiere bissectrice des axes.

y 3
y = f()
2 T i
-z 0 1 é x
_g_
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4. (a) On note » = 2t — 7, ce qui équivaut a t = § + 7.
* La fonction t — 2t — 7 est de classe 6 et ‘é—f = 2, donc dx = 2dt.
* Siz=-—Falorst=0etsiz=0alorst=7.

o Par changement de variable :

0 0 14 gi 21 +4sin (2t - 5
[ = [ 1o, it 2§2dt

0 jus

2

~rl—sinz 1 — sin (2t —

s
2

Les formules de trigonométrie donnent :

L+sin(26—3) 1-cos2t 2sint

= = = tan®t
1 — sin (Qt _ g) 1+ cos2t 2cos?t

Donec :

f( x—2/ tan? t dt

_
2

On calcule alors :

INE]

f( dx—2/ 1—|—tant—1)d Z[tant—t} =2-
0

| N

_ =

2

(b) Soit t = \/z. Alors x = {2.
o La fonction ¢ — t2 est de classe €', de dérivée t — 2t, donc fi—’t“" = 2t, ce qui
donne dz = 2t dt.

e Sit=0alorsz=0etsit=1alorsz=1.

o Par changement de variable :

1 1 1 1
/ g(x)dx = / (2 arctant — 72T>2t dt = 2/ 2t arctantdt — 7T/ tdt (1)
0 0 0 0

Pour calculer la premiére intégrale posons :
vt € [0, 1] u(t) = t* et v(t) = arctant

Ces deux fonctions sont de classe 6" sur [0, 1] et :

vt € [0,1] u'(t) = 2t et V'(t) =

Par intégration par parties :

1 1 1 42
/ 2tarctantdt = [t2 arctan t] — / ——dt
0 0 o 1+1¢2

Ceci donne :

1

/Qtarctantdt —/( )dt T [t—arctant] :z—l
1+¢2 4 0 2
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En poursuivant le calcul (1) donne :

/Olg(m)dx:2<g—1) —ﬂlt;r: g—Q

0

On constate que les deux intégrales calculées ci-dessus sont opposées, ce qui se com-
prends grace au schéma suivant :

Les courbes représentatives des fonctions f et g sont symétriques l'une a 'autre par
rapport a la premiere bissectrice des axes car f et g sont bijectives réciproques 1'une
de 'autre.

Les deux intégrales mesurent donc la méme surface, mais l'intégrale de g est négative
car g est négative sur 'intervalle [0, 1].

b
5. On applique le changement de variable x = ¢(t) a 'intégrale / o (z)dz.
0

« La fonction ¢ est de classe 6" par hypothése, donc i—f = ¢'(t), puis dx = ¢'(t)dt.

« Comme ¢ est une bijection alors la définition x = p(t) équivaut a t = ¢~ *(z).

De plus ¢ est une bijection croissante de [a, 0] dans [0, b], donc p(a) = 0 et ¢(0) = b.

On en déduit a = ¢ 1(0) et 0 = o (b).

Ceci montre que si x =0 alors t = a et si x = b alors t = 0.

e Par changement de variable on obtient :
b 0
/ o N(z)der = / to'(t) dt
0 a

On applique maintenant le théoreme d’intégration par parties, en posant u(t) = t
et v(t) = ¢(t). Ces deux fonctions sont bien de classe €', de dérivées u/(t) = 1 et
V'(t) = ¢'(t). L'intégration par parties montre que :

0

/ "1 (1) dt = o) - | "o(t) dt

a

On sait que ¢(a) = 0, et la variable ¢ est muette donc :

0 0 0
/ to'(t) dt = 0 — ap(a) —/ o(x)de = —/ o(x)dx
On a bien prouvé que :

/Obgo_l(x) dr = —/aogp(x) dz
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