Lycée Bellevue — Toulouse Année 2025-2026
MPSI — Mathématiques

Chapitre B5
Matrices

_ | Notations

» Dans tout ce chapitre on note n et p deux entiers naturels non-nuls.

» Dans ce chapitre et les suivants on note IK = R ou C.

_ | Définition

Les éléments de KK sont appelés scalaires.

I. Définitions

A. Matrices

| Définition
Une matrice de taille (n,p) & coefficients dans K est un tableau de n lignes et p
colonnes :

11 Az - Qup

Q21 Qg2 -+ QG
A=

Qp1 Qp2 " App

ou les coefficients a;; ou a; ; sont éléments de K.

Ils sont indexés par i (indice de ligne) et j (indice de colonne).

_ | Notation

L’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans K est noté :

Moy (K)

Exemples.
» La matrice nulle est notée 0, ou 0, ,, elle ne contient que des 0.

e Une matrice de taille (1,p) est appelée matrice-ligne, une matrice de taille (n,1) est
appelée matrice-colonne.
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Chapitre B5. Matrices I. Définitions

_ | Notation

La matrice A définie ci-dessus peut étre notée :

Remarque. Deux matrices sont égales si et seulement si elles sont de méme taille et tous
leurs coefficients sont égaux.

B. Opérations linéaires

/_( Définition : multiplication par un scalaire ]

Soit A € M,p(K) et A € K. On note AA la matrice définie par :

aip -t Ay Aair - Aagp
Si A= : : alors A =

Gni *°° Gmp AGp1 o+ Algp

En d’autre termes, si A = (a;;)1<i<n alors AA = (Aa;;) 1<i<n -
1<j<p 1<isp

Remarque. La multiplication par un scalaire définit I’application suivante :

K X Myp(K) — Mpp(K)
(N A) — A

[92]

Exemples.

1A = 0A = —1)A  est notée —A

ﬁ( Définition : addition |
Soit A et B sont deux matrices de M, (). Alors on définit leur somme A + B par :

Q11 - -A1p TR 'blp ay + by - a1y + blp
SiA=| : et B=| : : | alors A+ B = :

Qp1 - App bnl o 'bnp Gn1 + bnl clpp + bnp

En d’autre termes, si A = (aij) 1<i<n et B = (bw) 1<i<n alors A + B = (aij + b”) 1<i<n .«

1<isp 1<jsp 1<isp

Exemple.
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Chapitre B5. Matrices I. Définitions

Remarque. L’addition des matrices définit I’application suivante :

My (K) X My, (K) — Moy (K)
(A,B) — A+ B

Remarque. On note de méme A — B pour la soustraction, qui est définie par A — B =
A+ (—1)B. On remarque que :

VA€ M, (K) A—A=

ﬁ[ Proposition ]

Pour toutes matrices A et B de taille (n,p) et tous scalaires A et p :

MA+B)=)A+)B A+ u)A =X A+ uA ApA) = (M)A
o
| Définition
Soit m € IN*, et soit Aq,..., A, des matrices de taille (n,p) puis Ai,..., A, des sca-
laires. Alors la matrice

Z)\kAk =MA + -+ NAL
k=1

est appelée combinaison linéaire des matrices Ay, ..., A.,.
| Définition
Pour tout ¢ = 1,...,n et j = 1,...,p on note Ej; ou F;; la matrice dont tous les

coefficients sont nuls, sauf celui de la ligne ¢ et de la colonne j qui vaut 1.

Proposition }
Toute matrice A = (a;;) se décompose de facon unique comme combinaison linéaire

n p
des matrices E;; : A =YY a;;Fj;

i=1j=1

Exemple
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Chapitre B5. Matrices I. Définitions

C. Multiplication

_ | Définition

Soit L une matrice-ligne a n coefficients, et C' une matrice-colonne a n coefficients. Le
produit LC' est le réel :

Soit A une matrice de taille (m,n), B une matrice de taille (n, p). Alors le produit AB
est la matrice C' de taille (m, p) dont les coefficients sont :

Remarques.

e La multiplication matricielle définit I'application suivante :

 Le coefficient (i, k) est le produit de la ligne ¢ de A par la colonne k de B.

Exemple 1. Calculer AB et BA dans les cas suivants :

w a=(133) B(z g) @ a=(18) s=(7 )

10
2 1 1-1 1 8) 3 1 1 -3
(i) A(o 3) B_<1 01 9) () A_<6 2) B_<—3 9)
7 -6
4-6 7 100 213 1 g
() A=|1 0 5| B=[010 (i) A=|2 00 0| B=|_,
3 3 4 00 1 0000 L,
4




Chapitre B5. Matrices [. Définitions

Remarques.

e La multiplication matricielle n’est pas commutative :
Il est faux en général que AB = BA.

» La regle du produit nul est fausse en général :
On peut avoir AB = 0,,, alors que A et B ne sont pas nulles.

Par contre, pour toute matrice A de taille (n,p) : OmnA = Oy AOpg = 0y
> Exercices 1, 2, 3.

_ | Définition

Pour tout n € IN la matrice identité de taille (n,n), notée I, est la matrice :

10 0
0

I, = LR
0

0 e 0 1

Elle vérifie :

VA€ Mpn(K) AL, =A e VBeEM,(K) I,B=B

_ | Définition

Pour tous entiers i et j le symbole de Kronecker 0;; est défini par :

51':{ 1 sii=j

0 sinon.

La matrice identité de taille (n,n) est donc la matrice (0i;),; <,

Remarque. Démontrons que Al, = A :

ﬁ[ Proposition ]
Pour toutes matrices A, B, C et tout scalaire A\, en supposant que les produits sont
définis :
(A+ B)C = AC + BC (M)B = \(AB) (AB)C = A(BC)
AB+C)=AB+ AC A(AB) = \(AB)

Démonstration. On utilise la linéarité de la somme pour les quatre premieres.

B. Gonard 5



Chapitre B5. Matrices I. Définitions

Démonstration de 'associativité.

> Exercice 4.

D. Transposition

| Définition
Soit A € JM,,(KK). La matrice transposée de A est la matrice notée ‘A ou A" a p

lignes et n colonnes dont, pour tout (i,j) € {1,...,n} x {1,...,p}, le coefficient de
coordonnées (j,17) est le coeflicient de coordonnées (i,5) de A.

En d’autres termes : si A = (a;;)i<i<n alors A = (af;) 150 oll, pour tous i et j :
< i<n

J<p 1<ig
a;i = aij-
Exemple.
1 4 10
Si A= 0 3 lors *A = SiB= 28\ lors 'B =
_92 5 )
\ /
Remarque. La transposition définit 'application suivante :
J%np(]K) — J%pn(]K)
Ar— A
/_[ Propositions ]
 Pour toutes matrices A et B de méme taille : ‘(A+B)='A+'B
» Pour toute matrice A et tout scalaire A : FAA) = A\(TA)
» Pour toute matrice A de taille (m,n) et toute matrice B de taille (n,p) :
"(AB) = 'B'A
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Chapitre B5. Matrices II. Matrices carrées

Exemple (suite du précédent).

Démonstration.

Les propriétés sont immédiates pour 'addition et la multiplication par un scalaire.
Pour la multiplication on note pour tous i, 7, ktelsque 1 <i<m, 1 <j<n, 1 <k <p:

* a;; bji ciy les coefficients respectifs des matrices A B et AB

e ajy by ¢, ceuxde 'A ‘B Y(AB).

ji
Alors pour tout ¢ € {1,...,m} et tout k € {1,...,p} :

Chi = Cik = Y_ijbjx = Za_/ji ki = Zb;cja;'i
=1 =1 =1
Les coefficients de ‘(AB) sont bien ceux de 'B*A, donc '(AB) = '‘B'A. O

II. Matrices carrées

Définitions ]

Une matrice de taille (n,n) est dite carrée.

On note M, (K) 'ensemble de matrices carrées de taille (n,n) a coefficients dans K.

Les coefficients a; (i = 1,...,n) d’'une matrice carrée sont ses coefficients diagonauz.

A. Matrices triangulaires et diagonales

ﬁ( Définitions ]

Une matrice carrée A = (a;j)1<i j<n est dite :

» diagonale si : Vi#j a;=0
* triangulaire supérieure si : Vi > j a;; =0
* triangulaire inférieure si : Vi <j a;; =0

B. Gonard 7



Chapitre B5. Matrices II. Matrices carrées

Proposition ]

La somme et le produit de deux matrices diagonales (resp. triangulaires supérieures,
resp. triangulaires inférieures) sont diagonales (resp. triangulaires supérieures, resp.
triangulaires inférieures).

Démonstration. Pour la somme on note :

A= (aj)icijen  B=(bijhcijen  C=A+ B = (cij)icijen

Alors le coefficient (i, j) de C vérifie ¢;; = a;; + byj, il est donc nul si a;; et b;; sont nuls.
Ceci prouve la propriété pour la somme.

Remarque. De méme, si A est diagonale (resp. triangulaire supérieure, resp. triangulaire
inférieure), et A est un scalaire, alors AA est diagonale (resp. triangulaire supérieure, resp.
triangulaire inférieure).

_ | Définition

Pour tous scalaires A\, ..., \, on note :

A1
diag(A1, ..., \y) =

(_[ Proposition ]
Soit A1, ..., A\, et pq, ..., p, des scalaires. Alors :

diag()\la s 7)\n) X dia’g(,ula s nu’n) = diag()‘llula s 7)‘np'n)
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Chapitre B5. Matrices II. Matrices carrées

B. Matrices symétriques et antisymétriques

f( Définitions ]
Une matrice carrée A est dite :

o symétrique sitA=A

o antisymétrique si ‘A= —A

En d’autres termes, en notant A = (a;;)1<i j<n :

o A est symétrique si : Y(i,5) € {1,...,n}" ay = aj;

* A est antisymétrique si - V(4,5) € {1,...,n}> ai; = —ay;

Ceci implique que la diagonale est nulle.

Exemple

(_[ Proposition j

Toute matrice carrée s’exprime de fagon unique comme somme d’une matrice symé-
trique et d'une matrice antisymétrique.

Démonstration.

> Exercice 5.
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Chapitre B5. Matrices II. Matrices carrées

C. Puissances

Exemple 2. Calculer les puissances des matrices suivantes.
025 9

111 4 0 O
A= (11 T I C=1|111 D=[0 -1 0
0 1 000 2 111 0 0 3
000 O
/_[ Proposition ]
Cas d’une matrice diagonale :
A1 0 pL 0
Si D= alors Yk e N* DF = )
0 A 0 Ak

Exercice 6.

. 01 00
Exemple 3. Soit A = (O O) et B = (1 O)'

Calculer A%, B%, AB, BA, puis (A + B)? et A + 2AB + B>

Proposition - Formule du binéme j

Soit A et B deux matrices telles que AB = BA. Alors pour tout entier naturel n :

(A+B" =3 (Z) AFBrF

k=0

Exemple 4. Calculer A" pour tout n € N dans les cas suivants.

L (35
wa=(3)
o 21 oo (30 _ (1Al
(zz)A—(_l 2) enut1hsant.B—<0 3> etC’—(_l _1>

Exercice 7.

D. Matrices inversibles

,_( Définitions ]
Une matrice A carrée de taille (n,n) est dite inversible s’il existe une matrice B telle
que :

AB=BA=1,.
L’ensemble des matrices inversibles de taille (n,n) est appelé groupe linéaire et noté :

QL. (K)

Remarque. Si A est inversible, et si B et B’ vérifient AB = BA=1,et AB'=B'A=1,,
alors BAB' = B = B'.

Donc si A est inversible alors il existe une unique matrice B telle que AB = BA = I,.
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Chapitre B5. Matrices II. Matrices carrées

Définition

Si A est inversible alors la matrice B telle que AB = BA = I, est appelée matrice
inverse de A, et notée A1

Exemples.
e Sin =1, alors A = (a) est inversible si et seulement si a # 0, et (a)~! = (%) = (a7 ).
» La matrice nulle n’est pas inversible, car pour toute matrice B : 0,B =0,, # I,

¢ La matrice identité est inversible, d’inverse elle-méme.

/_[ Propositions )

Soit A et B deux matrices carrées de méme taille.
(i) Si A est B sont inversibles alors le produit AB est inversible, d’inverse :

(AB)"'=B1tA!

(ii) Si A est inversible alors A~! est inversible, d’'inverse A : (A™!)~! = A.
(iii) Si A est inversible alors ‘A est inversible, et (*A)~! = {(A71).
-

Démonstration.

Exemple 4 (suite). On vérifie que les formules obtenues pour (g g) et ( _? B ;) sont

valables aussi pour n = —1.

On vérifie de méme les formules obtenues dans les exercices 6 et 7 pour n = —1.

B. Gonard 11



Chapitre B5. Matrices II. Matrices carrées

E. Opérations élémentaires

,_( Définitions ]

Les opérations élémentaires sur une matrice sont :

(Li < L; + oL;) ajout a la ligne ¢ de la ligne j multipliée par o (j #1, v € K)
(L; <+ A\L;) multiplication de la ligne ¢ par A (A e K¥)
(L; <> Lj) interversion des lignes i et j.

(C; + C; + aCj) ajout a la colonne i de la colonne j multipliée par o (j # i, o € K)
(C; + AC)) multiplication de la colonne i par A (A e K"

(C; < C)) interversion des colonnes i et j.

ﬁ( Définitions ]
Les matrices élémentaires sont les matrices de taille (n,n) que 'on peut obtenir a
partir de l'identité grace a une opération élémentaire.

Plus précisément ce sont, pour tout (7,7) € {1,... ,n}2 :

* les matrices de transvection : Tii(a) = I, + aE;; i£7 a€ekK
e les matrices de dilatation : DN =L, +(A-1)E; A e K
¢ les matrices de permutation : By = I 4= By S IBigs — 1By — Big

Exemple 5. Soit :

100 140 100 a b c
D=1010 T=1010 P=10 01 puis M=|d e f
007 00 1 010 g h 1

Caleuler DM, TM, PM, puis MD, MT, MP.

Proposition ]

Les opérations (L; < L;+alL;), (L; < AL;), (L; <> L;) sur une matrice M (a n lignes)
reviennent a multiplier M a gauche par T;;(«), Di(\), Py

Les opérations (C; < C; + aC}), (C; + M), (C; +» C;) sur une matrice M (a n
colonnes) reviennent a multiplier M a droite par Tj;(a), D;(N), Pij.

12 B. Gonard



Chapitre B5. Matrices II. Matrices carrées

Proposition ]

Les matrices élémentaires sont inversibles, d’inverses :

Ty(0) ! = DY) = Py =
Démonstration. Il suffit de vérifier les produits. [l

Remarque. Effectivement :

 La suite d’opérations élémentaires (L; < L; + aL;) puis (L; - L; — aL;) sur une
matrice ne change pas cette matrice.

+ De méme pour les opérations élémentaires (L; <— AL;) puis (L; < A71L;).

¢ De méme pour les opérations élémentaires (L; <+ L;) puis (L; <> L;).

Corollaires ]

(1) Un produit de matrices élémentaires est inversible.

(ii) Les opérations élémentaires sur une matrice ne changent pas son caractére
inversible.

Démonstration.

(i) Un produit de matrices inversibles est inversible, les matrices élémentaires sont in-
versibles, donc un produit de matrices élémentaires est inversible.

(7i) Soit A et E deux matrices carrées, F étant élémentaire. Alors E est inversible, donc
elle admet une matrice inverse £~

Un produit de matrices inversibles est inversible donc :
A inversible = FA inversible = FE~!'FA inversible

Ceci montre que A est inversible si et seulement si EFA est inversible. O

B. Gonard 13



Chapitre B5. Matrices ITI. Systémes linéaires

III. Systemes linéaires

A. Algorithme du pivot de Gauss

Rappels. Soit S un systeme linéaire de n équations a p inconnues :
apxy + -+ apr, = by

S : . . .

Ap1T1 + -+ AppTp = bn

L’écriture matricielle de ce systeme est :

S:AX =8B
ol on a posé :
@11 -0 Qip € by
A= : : X=1": B =

pi - Oy Tp by,

On dit que A est la matrice du systéme S.

Proposition ]

Les opérations élémentaires sur les lignes d’un systeme linéaire donnent un systeme
équivalent.

Démonstration. Soit AX = B lécriture matricielle d’'un systeéme linéaire S, et F une
matrice élémentaire. Comme FE est inversible alors :

AX =B = EAX =FEB

Donc l'opération élémentaire de matrice ' donne un systeme linéaire équivalent au sys-
teme S. ]

/;[ Méthode : Pivot de Gauss pour les systemes linéaires W

Par opérations élémentaires sur les lignes (et uniquement les lignes) on aboutit & une
matrice :

o Echelonnée : chaque ligne non-nulle commence par davantage de 0 que la suivante.

* Réduite : le premier coefficient non-nul de chaque ligne non-nulle est égal a 1, et
c’est le seul coefficient non-nul de sa colonne.

Remarques.
e Le premier 1 de chaque ligne non-nulle est appelé pivot de la matrice.

* Les inconnues correspondant aux colonnes de ces pivots sont appelées inconnues prin-
cipales, les autres sont les inconnues secondaires, qui deviennent des parametres.

Il est possible d’exprimer les inconnues principales en fonction des inconnues secon-
daires.

* Le nombre de pivots d’'une matrice échelonnée est appelé rang de cette matrice.

14 B. Gonard



Chapitre B5. Matrices [TI. Systémes linéaires

Exemple 6. Résolution des systemes :

2c + y+ z—1=4 r—2y+ z+ t= 2
g . T+ 2y +t=1 g, - —r+ y—2z— t=-1
VY 3r 45y 4+ 24+t=6 20 2z +62z+3t= 1
3z — 2z =2 x — 3y +4t= 6

r+ y+ z—-3t=1
r+ y—32+ t=1
r—3y+ z+ t=1
—3r+ y+ 2+ t=1

532

Exercice 8.

B. Structure de ’ensemble des solutions

Définition

e Un systeme qui n’admet pas de solution est dit incompatible.

» Un systeme qui admet au moins une solution est dit compatible.

Remarque. Soit A = (a;;)1<i<n, €t (C})1<;<p les colonnes de A.
1<G<p

Alors, pour tout X = <x1> € My (K) :
Tp
11 Q1p
21Cy + -+ 2,0 = 14 : +-tzy :
Qn1 anp
anry +---+ A1pTp Q11 -+ Qip 1
Ap1T1 + - AppTp Qp1 **c Gpp Tp

On peut en déduire que le systeme AX = B est compatible si et seulement si B est
combinaison linéaire des colonnes de A.

_| Définition

Un systeme linéaire est dit homogéne si son second membre est nul.

Si S est un systeme linéaire, alors le systéme homogéne associé a S est le systeme S
dont les coefficients sont égaux a ceux de S sauf ceux de son second membre qui sont
nuls :

Le systeme homogene associé au systeme S:AX =8B est Sp: AX =0

ou 0 est la matrice colonne nulle a n lignes.

B. Gonard 15



Chapitre B5. Matrices ITI. Systémes linéaires

_ | Théoréeme

Soit S un systeme linéaire, et Sy le systeme homogene associé.

On note & 'ensemble des solutions de S et ¥ celui de Sp.

On suppose que le systeme S admet une solution x = (z1,...,,), que I'on appelle
solution particuliére de S.

Alors I'ensemble des solutions de S est 'ensemble des p-uplets z+y = (z1+y1, ..., T, +
Yp) ol y est élément de .

Exemple 6 (suite). Réécriture des solutions du systeme Ss.

Démonstration. Notons AX = B D’écriture matricielle du systeme S. Alors le systeme
homogene associé s’écrit AX = 0.

Soit X la représentation matricielle de x = (x1,...,x,), c'est-a-dire la matrice colonne
dont les coefficients sont les x;. Alors AX = B.

Soit y = (1, . ..,y,) une solution du systeme homogene Sp, et Y sa représentation matri-
cielle. Alors AY = 0.

Par somme on obtient A(X +Y) = B+ 0= B, donc z + y est solution de S.
Nous avons démontré que {z +vy | y € F} C .

Soit maintenant z = (2q,...,2,) un élément de ¥, c’est-a-dire une solution de S. Soit
Z sa représentation matricielle. Alors AZ = B. Or AX = B, donc par soustraction
A(Z —X)=B—B =0, et donc Z — X est solution du systéme Sy, i.e., z — x appartient
& . O0rz=z+ (2 —1x), ce qui montre que z € {z+y | y € H}.

Nous avons démontré l'inclusion ¥ C {x +y | y € %}

Le théoreme est démontré par double inclusion. [l

16 B. Gonard



Chapitre B5. Matrices IV. Inversion des matrices et systemes de Cramer

I'V. Inversion des matrices et systemes de Cramer

A. Systéemes de Cramer

Définition

Un systeme linéaire est dit de C'ramer si sa matrice est inversible. ]
Théoréme

Un systeme de Cramer admet une et une seule solution. }

Démonstration. On considere 1’écriture matricielle AX = B d’un systeme de Cramer.
Alors A est inversible, donc par multiplication & gauche par A~! et par A on obtient :

Ceci montre que A™!B est I'unique solution du systéme. 0

Remarque. On constate que la résolution d’un systeme linéaire de Cramer AX = B
revient au calcul de A=

p[ Méthode : Pivot de Gauss pour les matrices W

Soit A une matrice carrée. On souhaite déterminer si elle est inversible, et si c’est le
cas calculer sa matrice inverse.

On écrit AA" = I,, ou A’ est une matrice carrée non explicitée.
On raisonne par équivalences, en appliquant des opérations élémentaires.

Si A est inversible alors on aboutit par I'algorithme du pivot de Gauss a A’ = A~L.

Si A n’est pas inversible alors on aboutit & une absurdité.

47 1 -1 2 1 -1 2
Exemple 7. Inverser : A; = <3 4> Ay = 3 0 4 Az = 3 -1 4
-2 3 =5 -2 3 =5

p[ Méthode 2 W

On résout le systeme AX =Y ou X et Y sont deux matrices colonnes inconnues.

Si ce systeme admet une et une seule solution alors A est inversible.

On explicite son inverse grace a la relation :

AX =Y — X=A1Y

1 -1 -1
Exemple 8. Calcul de I'inverse des matrices A4 = (1 _i) et A5 =11 1 -1
1 1 1

B. Gonard 17



Chapitre B5. Matrices IV. Inversion des matrices et systemes de Cramer

Soit A un matrice carrée. Alors A est inversible si et seulement si pour toute matrice
colonne Y le systeme AX =Y possede une et une seule solution.

Démonstration. Le sens direct est déja connu : si A est inversible alors le systeme AX =Y
est de Cramer donc il posséde une unique solution : X = A™1Y.

Supposons que tout systeme AX =Y possede une et une seule solution. Soit n le nombre
de ligne et de colonnes de A.

Pour tout j = 1,...,n, notons E; la j-eme colonne de I,,, puis C; l'unique colonne telle

que AC; = E;, et enfin B = (Cy --- C,) la matrice dont les colonnes sont les C;. Alors :

AB=A(C, --- C,) = (ACy --- AC,) = (Ey --- E,) = I,.

Ceci montre que AB = I,,. Il reste a démontrer que BA = I,,.

Comme AB = [, alors ABA = A, puis A(BA — I,,) = 0,,. Chaque colonne de la matrice
BA — I, est 'unique solution du systeme AX = 0, donc elle est nulle. Ainsi BA—1,, =0,
et BA=1,.

Finalement AB = BA = I,, donc A est inversible. O

Exercices 9, 10.

B.Cas n =2

/_( Proposition ]

Soit A = (CCL 3) Alors A est inversible si et seulement si :  ad — be # 0.

1 d —b
. -1 __
Dans ce cas : A _ad—bc<—c a)

_| Corollaire

Le systeme S : {

| Définition
Le réel ad — bc est appelé déterminant de la matrice A, ou du systéeme S. On note :

a b
d

ar + by = «

ez + dy = B est de Cramer si et seulement si ad — be # 0.

det A =

‘—ad—bc

18 B. Gonard



Chapitre B5. Matrices

IV. Inversion des matrices et systemes de Cramer

Démonstr

ation.

/_[ Proposition (Formules de Cramer pour n = 2) ]

. by = . .
Soit §: 4 toy=a un systeme de Cramer. Ses solutions sont :
cr + dy = 0
Démonstration.

Exemple 9. Résoudre : {

> Exercice 11.

3r + 4y =3
or + 6y =7

B. Gonard
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Chapitre B5. Matrices IV. Inversion des matrices et systemes de Cramer

C. Cas des matrices triangulaires

Proposition ]

e Une matrice triangulaire est inversible si et seulement si ses coefficients diagonaux
sont non-nuls.

e La matrice inverse d’'une matrice inversible triangulaire supérieure (resp. inférieure)
est triangulaire supérieure (resp. inférieure).

Démonstration. Soit A une matrice triangulaire.

La transposition conserve l'inversibilité, donc on peut supposer que A est triangulaire
supérieure.

Si les coefficients diagonaux de A sont non-nuls, alors 'algorithme du pivot de Gauss
montre que tout systeme AX =Y possede une et une seule solution, donc A est inversible.

Les opérations élémentaires qui permettent d’obtenir ,, a partir de A sont uniquement des
dilations et des transvections de la forme (L; <— L; +aL;) avec i < j. Celles-ci conservent
le caractere triangulaire supérieur des matrices, car les matrices élémentaires D;()) et
T;j(a) avec i < j sont triangulaires supérieures. Donc A™! est trangulaire supérieure.

Réciproquement, supposons que la matrice A admet au moins un coefficient diagonal nul.
Par pivot de Gauss on obtient une matrice A" dont la derniere ligne est nulle. Une telle
matrice n’est pas inversible, car le systeme A’X = FE,, n’a pas de solution.

Les opérations élémentaires conservant l'inversibilité, A n’est pas inversible. 0

Remarques.

e Si A est une matrice triangulaire inversible de coefficients diagonaux Aq,...,\, alors
les coefficients diagonaux de A~! sont A%, ..., A7t

e Tout ceci s’applique en particulier aux matrices diagonales.
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