Lycée Bellevue — Toulouse 22 novembre 2024
MPSI — Mathématiques

Corrigé du Devoir Surveillé n°3

Exercices. (12 points)
1. (2 points) Tout d’abord :

2 4+32° —42=0 = 2(2® 4+ 321 —4) = 0.
Comme 2% + 32 —4 = (2 — 1)(2* + 4) alors :
22 +32° — 42 =0 — z=0 ou 2z*=1 ou 2*=-4

Les solutions de I’équation z* = 1 sont les racines quatriéme de I'unité 1, 7, —1, —i.
, 4
Pour les solutions de ’équation z* = —4 on écrit 2* = 4e'™ = (\/ﬁezi) , ce qui équivaut

a2z =+/2e"5( on ¢ € Uy, puis 2z = V2ei(iFE) o b = 0,...,3.
L’ensemble des solutions de 1’équation est :

S = {0, 41, +i, +1 + i}

Dans le plan complexe :

2. (2 points) Par associativité de 'intersection puis distributivité de I'union par rapport
a l'intersection :

(XUY)N(XUY)n(XUY)=[(XuY)n(XUY)|n(XUY)
= (X NX)uY|n(XUY)
=[@UY]N(XUY)
=YN(XUY)

Pas distributivité de I'intersection par rapport a I'union :
(XUyY)Nn(Xuy)n(Xuy)=ynXx)u¥ny)=YnX)ug

Finalement, par commutativité de 'intersection :

(XUuY)Nn(Xuy)n(Xuy)=XnY.
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3. (a) (1 point) Supposons que f est injective.

Soit x un élément de E. Comme fogo f = f alors f(g(f(z))) = f(x).
Comme f est injective alors g(f(z)) = =.
Ceci montre que f(z) est antécédent de x par g.
Tout élément de E possede un antécédent par g, donc g est surjective.

(b) (1 point) Supposons que f est surjective.
Soit y et 3’ deux élément de F tels que g(y) = g(v/).
Comme f est surjective et y, y € F alors il existe x, 2’ € E tels que y = f(z) et
y = f@).
Comme g(y) = g(y') alors g(f(x)) = g(f(2')).
En appliquant £ : £(g(f(2))) = f(g(f(x')))
Or fogo f = f donc f(x) = f(a'), puis y = .
On a démontré que pour tout (y,y’) € F?, si g(y) = g(y') alors y = 3.
Ainsi g est injective.

(c) (1 point) Supposons que f est bijective. Alors f est injective et surjective, donc
d’apres les questions précédentes g est surjective et injective, donc g est bijective.
De plus, comme f est bijective alors f~! est définie.

En composant 'égalité f = fogo f par f~! & gauche et a droite on obtient

go f=1Idg et fog=1Idp, donc g est la réciproque de f : g = f~1.
4. (a) (1 point) Les fonctions sh et arctan sont définies sur R donc par composition la
fonction z — arctansh z est définie sur R.
La fonction ch est déﬁnie sur R et pour tout x € R : chax > 1.
Alors 5 — est défini et ;- € ]0,1]. Or la fonction arcsin est définie sur [—1, 1], donc

arccos m est défini pour tout x € R.

Finalement 1’équation est définie sur R.

(b) (1 point) On sait que pour tout x € R : ch®x — sh®x = 1, donc ch®z = 1 +sh®z
Si a = shx alors ch?z = 14 a?, puis chz = +v/1 + a2.

Comme le cosinus hyperbolique est positif alors chz = /1 + a?.

(c) (3 points) On souhaite résoudre 1'équation :

arcsin

h(7) = arctansh(z). (%)

On raisonne par implications, en commencant par appliquer la fonction tangente
aux deux termes de I’équation. Justifions que ces deux termes sont dans 1’ensemble

de définition de la fonction tangente.

Si x = 0 alors arcsin ﬁ = arcsin 1 = 7 et arctanshz = arctan(0 = 0, donc 0 n’est

pas solution.
Si z € R* alors cha > 1 donc 5= € ]0, 1] et donc arcsin 5— € }0, {

Ceci montre que les deux termes de I'équation sont dans I'intervalle }—
on peut leur appliquer la fonction tangente, ce qui donne :

R oy

La fonction arc-tangente prend ses valeurs dans l'intervalle } o

™

us
272

[, donc
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1
Vr € R* (¥x) = tan <arcsin > = tan (arctan sh(x)).
chx

On sait que :
VX eR tanarctan X = X

sinarcsin X = X

VX e[-1,1
! ] {cosarcsinX:\/l—XQ.

On en déduit :

1
Ve eR* () = ——dT gy

1= ()

Grace a la formule ch?z — sh? z = 1 et comme la fonction ch est positive :

T -5
chz) ch’x

shaz| [sha]

chz

chzx

On en déduit :

Vo € R (%) =shz = |[shz|[shz=1.

|sh x|

Si x est strictement négatif alors shx est strictement négatif, donc x n’est pas
solution.

Si x est strictement positif alors sh x est strictement positif, donc I’équation donne
sh?z =1, puis shz = 1.

Résolvons cette équation :

shr=1 <« TZl —= (")’ —2"—1=0.
Ceci équivaut a e® = 1 £ /2. Comme e® est positif, 1 4+ /2 est positif, et 1 — /2
est négatif alors e = 1 + /2, puis 2 = In(1 + /2).
Nous avons démontré que la seule solution possible est x = In(1 + v/2).
Vérifions qu’elle est bien solution.
Tout d’abord si # = In(1 + 1/2) alors shz = 1, donc arctanshz = arctan1 = =

T
Ensuite, d’apres la question précédente, comme shz = 1 alors chz = /2, donc
arcsin - = arcsin %2 = T,

chz 2 4

L’équation est bien vérifibe par z = In(1 4 v/2), et finalement I'ensemble de ses
solutions est :

S={In(1++v2)}.
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Probléme 1. (8 points)

1. (3 points) Soit z € C. En appliquant la formule du binéme :

Q2) = (2" +1)" = (27 +1)" = é(:) (Zew>’f _ ;(:) (Ze_w)k

LA ) L )
_ Z( )zke 0 Z( )Zke—zke
k=0 k -0
Par linéarité de la somme :

Qz) = zn: <Z> (e o) = Zn: KZ) 25 x 2i sin(k:e)].

k=0

=~

Finalement :

—222( >Sm (k6)=* = 2iP(2).

On en déduit :
P(z) =0 <= Q»)=0 <<= (zew + 1)n = (ze*w + 1)n.

En factorisant par e? et e=*

P(z)=0 <+ {ew (z + e*w)}n = [e*w (z + ew)}n
= e(z4e?) = (x4 ")
Comme €™ = ™ = —1 et e7 = ¢7i" = —1 alors :
P(z) =0 <= (z + eiie)n = (z + ew)n.

Remarquons que :

i+’ =0 = 2=-¢" = zt+e?=—-¢"+e=2isino.
Comme ¢ = 7 avec n > 1 alors 0 < 6 <, donc sin 6 # 0.
i0

Ceci montre que z = —e" ne peut étre solution de I’équation P(z) = 0.

On suppose dorénavant z # —e%, ce qui donne z + e~ £ 0, et ainsi :

P(z)=0 = (’W)n ~1.

z + e
Par définition U,, est I’ensemble des racines n-emes de I'unité, donc :
z+e

2 + et € Un.

P(z)=0

. . N L7 . . —i6
On sait que 1 est une des racines n-emes de 1'unité, mais on ne peut avoir Z;feig =1,
if

car cela donnerait e=* = ¢ puis sin # = 0, nous avons vu que c’est faux.
On a donc démontré que pour tout z € C :

24 e

P(z)=0 ST

e Un\ {1},
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2. (2 points) Par propriété :

U, ={e*7 | k=0,...,n—1}
Donc :
U\ {1} ={e® | k=1,...,n—1}
Ainsi : 0
_ z4+e™ ke
P(Z)—O < m—e /{6{1,,77,—1}
Fixons un entier k£ € {1,...,n — 1} et résolvons cette équation.

—i0
z+e _ i2ke
z + e

24 e 0 = 2ROy i(2k1)0

z(l _ 6i2k0) — (i2k+1)0 _ —if

k0 (efike . eikH) — ikt (ei(k+1)9 _ efi(kJrl)O)
— 22 sin(k#) = ™ 2isin((k + 1)6)

_ sin((k+1)0)
 sin(k0)

[

La derniere équivalence est correcte car :

e Comme 6““9’ = 1 alors ¢* #£ 0.

e Comme 0 < k <n alors 0 < kf < 7 et donc sin k0 # 0.
Finalement I’ensemble des solutions de I’équation P(z) = 0 est :

__sin(z4-6)

sin x

3. (2 points) La fonction f : x +— est bien définie sur |0, 7| car la fonction sinus
ne s’annule pas sur cet intervalle.

Par quotient elle est dérivable et :

cos(z + 0)sinx — sin(x + 0) cosz  sinb

/
veelonl  fie) = sin? x ~ sin?a’
Comme 6 = 7 alors f’ est strictement positive, et donc f est strictement croissante.
La fonction sinus tend vers 0 par valeurs positives lorsque x tend vers 0 par valeurs
supérieures, et sinf > 0, donc :

lim f(z) = —oc.

La fonction sinus tend vers 0 par valeurs positives lorsque x tend vers 7 par valeurs
inférieures, et sin(m + #) = —sinf < 0, donc :

lim f(z) = +oo0.
<
Par quotient la fonction f est continue, et elle est strictement monotone.

D’apres le théoreme de la bijection elle réalise une bijection de ]0, 7| dans son image,
donc dans f(]0, 7[) = Jlimg f, lim, f[ = R.
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4. (1 point) D’apres la question (1) les solutions de 1'équation P(z) = 0 sont les f(k6)
pour k=1,...,n—1.
En effet, comme 0 < k < n alors 0 < k0 < 7, donc f(kf) est défini et :

_sin((k + 1)9)‘

VE=1,....n—1  f(kf) = sin(k0)

La fonction f est injective car bijective, et les kf sont n — 1 réels distincts, donc les
f(k0) sont distincts.

Les n—1 solutions obtenues dans la question (1) sont donc distinctes, et ainsi I’équation
P(z) = 0 admet exactement n — 1 solutions distinctes.

Probléeme 2. (17 points)

1. (2 points) La fonction ¢ est définie sur D, = R \ {4}, elle est dérivable par quotient
et :

, 4

Cette dérivée est strictement positive donc ¢ est strictement croissante sur |—oo, 4] et
sur |4, +00.
Ses limites sont :

lim ¢(z) =-1 lim p(z) = 400 lim p(z) = —o0 lim ¢(z) =—1.

T——00 T—4 z—4 T—+00
< >
Pour les limites en +00 on peut écrire ¢(x) = %_1
x

2. (2 points) On remarque que ¢(0) = 0, donc les variations de ¢ montrent que :
Vz € D, 0<p(r) <= 0<z<4

La fonction = — /¢ (z) est donc définie sur [0, 4.

Comme la fonction arc-tangente est définie sur R alors f : x +— 2arctan/o(z) est
définie sur [0,4].
On sait que

Ve e [0,4] o(x) >0 et VX e Ry arctan X € [0,7;{

Comme f(x) = 2arctan /p(z) alors :
Vo € [0,4] f(z) € [0,

La fonction f prend bien ses valeurs dans l'intervalle [0, 7].
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3. (a) (2 points) Fixons y € [0, 7| et résolvons I"équation f(x) =y d’inconnue z € [0, 4].
Tout d’abord :

x
f(x)=y <= 2arctan =y <= arctan ~ 7
- 4—x 2
La fonction arc-tangente est la réciproque de la fonction bijective tan : } —5 5 { — R,
et comme y € [0, 7| alors § € [O,g{, donc :
T Y T Y
arcta == < = tan =.
retan 4—x 2 \/ 4—x an 2
Comme ¥ € [O, g[ alors tan § > 0, donc :
Yy - 2 Y
=tan = — = tan” 3
4—x t 2 4—x t 2
Ceci donne :
f(r)=y <= 2z =4tan? Y rtan? % = x(l + tan? g) = 4 tan® %
Comme 1+ tan®¥ # 0
4tan? ¥ 4sin? ¥ Y
= = = 2 — 2 ___ —4sin®=
@)=y 1+tan®¥%  cos? 4 4 sin® ¥4 S

La solution obtenue z = 4 sin? ¢ appartient a I’ensemble [0, 4[ car ¥ € [0, g{, donc
0<sind < 1.

Nous avons démontré que pour tout y € [0, 7] I"équation f(z) = y admet une et
une seule solution x dans l'intervalle [0, 4[, donc la fonction f : [0,4] — [0, 7] est
bijective.

De plus sa réciproque est :

o, — [0,4]

r — 4sin? 5
(b) (0,5 point) Par formule de linéarisation :
1 — cos (2 X %)
Vzelo,n] fl(z)=4 5 = 2(1 — cos x).

(c) (1,5 points) Soit y € [0,4[. On résout I’équation 2(1 — cosx) = y, d'inconnue
x € [0, 7[. Tout d’abord :

2(1 —cosz) =y = Cosle—%.
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Comme y € [0,4[ alors 1 — 4§ € ]—1,1]. De plus = € [0, 7] et la fonction arc-cosinus
est la réciproque de la fonction bijective cos : [0, 7] — [—1, 1], donc :
cosz=1-2 <~ x:arccos(l—y>.
2 2
Ainsi tout élément y de [0, 7[ admet un et un seul antécédent par la fonction f—*
dans l'intervalle [0, 7].
Ceci montre que la fonction f=': [0,7] — [0,4] est bijective, et que sa
z —> 2(1 — cosx)
réciproque est la fonction (f~1)~1: [0,4] — [0, 7]

T — arccos (1 — %)

Comme (f~!)~! = f alors on en déduit :

Vo € [0,4] f(z) = arccos (1 - g) (1)

4. (a) (1 point) On sait que :

2 1 —tan? X
XeR 2X =2cos?! X —1=— " —1=— """
VA e cos €os 1+ tan® X 1+ tan® X
De plus, pour tout X € R: tanarctan X = X.
On en déduit : N
Vo € [0.4] cos(f(2) = 1 i —1- g

(b) (1 point) On sait que :
Vre[0,4]  flx)elo,n] et 1-— g cl-1,1].

La fonction arc-cosinus est la réciproque de la fonction bijective cos : [0, 7] —
[—1,1], donc :

Vo € [0,4] cos(f(z))=1- -

5 = f(z) = arccos (1 - §>

On a démontré de nouveau la formule (1).

5. (a) (2 points) On rappelle que pour tout x € [0,4[ : f(z) = 2arctan /p(z).
La fonction ¢ est dérivable sur 0, 4] et strictement croissante, donc :

Vo €10,4] ¢(x) > p(0) = 0.

La fonction racine carré est dérivable sur R et la fonction arc-tangente est dérivable
sur R, donc par composition la fonction f est dérivable sur |0, 4[. De plus :

vrelodl  fla)=2x 2 1 _ P

2/e@) 14 (o) Ve +e)
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On obtient :

a—2 1
vrelo 4 fln)=——70— =
=+ 2)

Comme 4 — z > 0 sur |0, 4] alors :

1

Vr €10,4] f(z2) = ——m———n.
0l )=

(b) (2 points) La fonction arc-cosinus est définie sur [—1, 1] et dérivable sur |—1,1[. Or
pour tout x € R :

<1 <+«— 0<r<4 et —1<1—§<1 <— 0O0<zx<4.

Ceci montre que la fonction ¢ : x — arccos (1 — %) est définie sur [0, 4], et dérivable
sur ]0,4[ par composition.
On calcule :

Vo €]0,4]

Ja) =~ x ! - !
2 \/1—(1—90)2 Vol —a)

2

(¢) (1 point) On constate que f' = ¢’ sur |0,4[. Par théoreme, comme |0,4[ est un
intervalle alors il existe une constante K telle que :

Ve el0,4]  f(x) =g(z) + K.

La fonction f est continue, ainsi que la fonction ¢ par composition de fonctions
continues, donc :

f(0) = lim f(x) = lim (9(z) + K) = g(0) + K.

z—0

On en déduit :
Veel0,4]  f(z)=g(x) + K.

On calcule f(0) = 2arctan0 = 0 et g(0) = arccos(1) = 0, donc K = 0 et finalement
f=gsur[0,4].
6. (a) (1 point) On sait que :

s
VX e [-1,1] arccos X + arcsin X = 5
De plus la fonction arc-sinus est impaire, donc :

Vo € [0,4] f(x) = arccos (1 - 91:) = _ arcsin (1 — :c)
2 2 2

. (l’ 1) n m

= arcsin ( = — —.

2 2

page 9/10



MPSI — Mathématiques Corrigé du Devoir Surveillé n°3

(b) (1 point) On obtient successivement les courbes suivantes :

y = arcsin(z) y = arcsin(z — 1) y = arcsin (g — 1)

™

2

-1 i
| 0 1
fffffff 1 =1
Puis finalement la courbe de f :
7T 7777777777777777777777777
L R ‘ |
0 2 1
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