Lycée Bellevue — Toulouse 28 novembre 2025
MPSI — Mathématiques

[ Corrigé du Devoir Surveillé n°3 }

Exercice 1. (7 points)

1. (1 point) La fonction f : x +— arccosx + arcsin (1 — g) est définie pour tout réel x tel

que —1 <z < 1let —1<1—%<1,cequidonneO<x<1.
Donc la fonction f est définie sur I'intervalle [0, 1].
2. (2 points) On calcule f(0) =met f(1) =%

La fonction f est continue, par composition et somme de fonctions continues.

[\

Comme £ < 5(? < 7 alors d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires il existe

z € [0,1] tel que f(z) = 2.
Ceci signifie que I’équation (x) admet au moins une solution.

3. (2 points) On sait que pour tout x € [—1,1] : sin(arcsinz) = x, cos(arccosz) = z, et
sin(arccos z) = cos(arcsinz) = /1 — 22.

Soit z € [0,1]. On calcule :

sin(f(x) \/1—x2\/1— 1—— —I—a: 1——

=V1—22iViz — m2+ 57(2 — )
Si z est solution de 'équation (%) alors par application de la fonction sinus :
Wl-2?2Viz — 22+ 1z(2—2) =1 (1)

Cette derniere équation équivaut a :
\/(1 —2)(1+2)Viar — 22 =1—-2x+2° = (1 — 2)?

Comme f(1) =7 # %’r alors 1 n’est pas solution de ’équation (%), et donc x # 1, puis :
(1) = Vit aoviar —22=(1—-2)V/1 -2z

Il s’agit de I’équation attendue.
4. (2 points) Tous les termes sont positifs donc :

(1) = (1+z)(4z —2*) = (1 —2)

En développant :

(1) = 4o +42° — 2 —2° =13z + 327 — 2°
1
— Tr=1 = $:?

Ainsi % est la seule solution possible de I’équation. Comme celle-ci admet au moins une
solution alors % est bien solution, et donc I'ensemble des solutions de I’équation (%) est

g ={1}.
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Exercice 2. (4 points)
1. (8 points) Supposons que f est injective.

Soit z € E. Comme fo f = falors: f(f(x))= f(x).

Comme f est injective alors :  f(x) = x.

Ceci montre que x admet lui-méme pour antécédent.

Ceci étant vrai pour tout x € FE, la fonction f est sujective.

Supposons que f est surjective.

Soit z et =’ deux éléments de E tels que f(z) = f(a').

/

Comme f est surjective alors il existe (y,y’) € E? tel que f(y) =z et f(y) =
Comme f(x) = f(2') alors fo f(y) = fo f(y). Or fof= fdonc f(y) = f(y), ce qui
donne z = 2’.
On a démontré que pour tout (z,z') € E?, si f(z) = f(2') alors z = 2.
Ceci montre que f est injective.
Finalement f est injective si et seulement si f est surjective.
2. (1 point) Supposons que f est injective ou surjective.
D’apres la question précédente f est alors injective et surjective, donc bijective.
Elle admet donc une fonction réciproque 1.
Par composition, comme fo f = f alors fo fo f~' = fo f~!, ce qui donne f = Idg.

Donc si f est injective ou surjective alors f est I'identité de F.

Probléme 1. (13 points)

1. (a) (2 points) Pour tout entier n > 2 :

1 1
Upi1 — Up = nH—Sn—ln(n—i—l)—i—ln(n):n—ln(l—i—n)

Par concavité du logarithme : w1 —u, > 0.
La suite (uy,) est donc croissante.

De méme, pour tout entier n > 2 :

Upt1— Up = Spp1 —Sp —In(n) +In(n—1) = 7i—l—ln (1—71) =1In (1—1) — (—1>

Par concavité du logarithme : v,,; — v, <0
La suite (v,,) est donc décroissante.
(b) (2 points) Pour tout entier n > 2 :

1
Un—un:Sn—Sn—ln(n—l)—l—ln(n) = _ln(l_) >0
Ceci montre que u,, < v,.

Comme la suite (v,) est décroissante et n > 2 alors v, < vq, puis par transitivité :
Un < Vo = SQ.
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(c) (1 point) La suite (u,,) est croissante majorée par Sz, donc par théoreme de la limite
monotone elle est convergente.

(d) (1 point) Comme la suite (u,) converge vers v, alors :

Sp—Inn—~v —0
n—-+0o

En divisant par Inn :

Sy, ] ¥
Inn Inn n—+oc

Comme ni —— 0 alors :

Inn 100

Sh
Inn n—s+oo
Ceci montre bien que S, ~ Inn.
2. (a) (1 point) On définit la fonction f : z + x + 1, itératrice de la suite récurrente
(Un)nen-
Cette fonction est définie sur R*, et l'intervalle RY est stable par f.
En effet, si 2 > 0 alors 2 4+ £ > 0 donc f(z) > 0.
La suite (u,) est définie par up € R et : Vn € N wupyy = f(un).
Par propriété, comme R est stable par f alors la suite (u,),en est bien définie et
incluse dans R, donc strictement positive.

(b) (2 points) La suite (u,,) est strictement positive donc

1
Vn e N Upt1 — Uy = — >0
Unp,

Ceci montre que la suite (u,) est strictement croissante.

Par théoréme une suite monotone admet une limite, donc la suite (u,) admet une
limite.

Supposons que cette limite est finie et notons-la ¢.

On sait que
1
Vn € N Upy1 = Up + — (1)

Up
Par décalage u, 1 converge vers ¢. Par soustraction i converge vers 0, ce qui veut
dire que la suite (u,,) diverge vers 400, alors qu’on a supposé qu’elle converge vers
un réel /.
Cette contradiction montre que la limite de la suite (u,) n’est pas finie.
Comme (uy,) est croissante alors cette limite est +o0.
(c) (1 point) Pour tout n € IN on note %, la propriété :  u? > 2n + u?
On démontre par récurrence que cette propriété est vraie pour tout n € IN.
Initialisation. La propriété P s’écrit u2 > u3, elle est donc vraie.
Hérédité. Supposons que pour un certain n € IN la propriété 2, est vraie.
On sait que up41 = up, + ﬁ donc w2, = u2 + 2+ % Comme é > 0 alors en
utilisant la propriété 2, :

uiﬂ>ui+2>2n+ug—l—2:2(n+1)—l—ug
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Ceci montre que la propriété %, .1 est vraie.

Conclusion. La propriété %, est vraie au rang 0 et elle est héréditaire, donc par
récurrence elle est vraie pour tout n € IN.

(d) (1 point) Pour tout n € IN* on note %, la propriété :  u2 < 2n+ 35, +ul
On démontre par récurrence que cette propriété est vraie pour tout n € IN*.
Initialisation. La propriété % s’écrit u? < %Sl + u?.

Or S; = 0 car c’est une somme vide, et ainsi la propriété 9, est vraie.
Hérédité. Supposons que pour un certain n € IN* la propriété 22, est vraie.
On a démontré ci-dessus que pour tout n € N : w2 > 2n + u?

Ceci montre que ui > 2n donc u% < % On en déduit :

2 1 2 2 1< 2 1

Comme la propriété 2, est supposée vraie :

1 1 1 1

1 =11 X1
Sn + —= - +—-= - = Sn
n kz::l k- n ;::1 k -
Ceci montre que la propriété 2,1 est vraie.

Conclusion. La propriété 2, est vraie au rang 1 et elle est héréditaire, donc par
récurrence elle est vraie pour tout n € IN*.

(e) (2 points) Les deux questions précédentes montrent que :
x 2 2 1 2
Vn € N 2n—|—u0<un<2n+53n+u1

En divisant par 2n :

u? u? 1 u?
VnelN* 1+ 2< <1+ 5,4+ 2
ne + 2n 2n + 4n + 2n ( )

Par croissances comparées Inn = o(n) donc la suite (%”) converge vers 0.

Snoolin o0 On en déduit :
n n nos4oco

2 1 2
hm<1+%>:hm<1+5n+“1>:
2 n n

n

D’apres la partie A : S, ~Inn. Donc

On applique le théoréeme d’encadrement a I'inégalité (2), il montre que la suite (%)
converge vers 1.

Un

5 est positive et son carré converge vers 1 donc elle converge vers 1.

La suite

Ceci montre que (uy,) est équivalente a la suite (v/2n).

Uy ~ V2N
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Probléme 2. (15 points)

1. (a) (1 point) Démontrons les formules :

Ve e R ch(2x) = ch®x +sh®z = 2ch*2z — 1 =1+2sh’z
sh(2z) =2shxchx

Soit z € R. Alors :

2 2
T —x r _ T 2 2x 2 —2z
ch’z +sh’z = <e+€) + <626> = eze = ch(2z).

La formule ch® 2 —sh® z = 1 permet d’obtenir les deux autres formules pour ch(2x).

Ensuite :

T —x T _ ,—T 2¢ _ 2z
2shxchx:2<e +2€ ><e 26 >:e c = sh(2z).

Les formules sont démontrées.
(b) (2 points) Vérifions que I’égalité proposée est bien définie sur R.
e Les fonctions th, arctan et sh sont définies sur R,
 La fonction arcsin est définie sur [—1, 1].
 La fonction th prend ses valeurs dans U'intervalle |—1, 1].

Ceci montre que pour tout € R, les expressions arcsin th x et arctan sh x sont bien
définies. Montrons maintenant qu’elles sont égales.

Méthode 1. On remarque que, pour tout x € R :

tan (arcsin th ) sin (arcsin th) thz
an (arcsinthz) = =
cos (arcsin th) 1—th?s

1 1 1
V1—th?z = \/ = = .
ch’xz |chz| chzx

Ceci car la fonction ch est strictement positive. Ainsi :

De plus :

tan (arcsinthx) = thxchz = sh .
Par application de la fonction arctan :

arctan tan (arcsin th z) = arctan sh x.

On sait que pour tout r € R: —1 <thx < 1.
La fonction arcsin est strictement croissante donc :
T T
Ve e R 5 < arcsin(th x) < 5

De plus par définition de I'arc-tangente :
VX € ]—” W[

55 arctan(tan X) = X
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On en déduit donc :

Ve e R arcsin th z = arctan sh z.

Méthode 2. On définit les fonctions f et g par :

VreR  g(z)=arcsinthzx et g(x) = arctansh z.

D’apres le préambule de cette question ces fonctions sont définies sur R.

La fonction arcsin est dérivable sur |—1, 1[. La fonction th est dérivable sur R, et :
Ve R thzel]-1,1].

Donc par composition la fonction f est dérivable sur R.

Les fonctions arctan et sh sont dérivables sur R donc par composition la fonction
g est dérivable sur R.

On obtient :

1—th®x /
VeeR  fl(z)= W =1 —th®’z = car chx >0
—t

chzx chz 1

/ p— p— p—
g(x) 1+sh®’xz ch®x che

Ainsi f' = ¢’. Comme R est un intervalle alors par théoreme il existe une constante
K telle que :
VeeR  f(z)=gx)+ K

Comme f(0) = ¢g(0) = 0 alors K = 0, ce qui montre que f = g, 1'égalité est
démontrée.

2. (a) (2 points) Soit t € }—%, 0 [ Alors t € }—%, g{ donc tan(2t) est définie et :

tan(2¢ in(2t
f(tan(2t)) = 2 arctan an(2t) = 2arctan sin(2¢)
1+ /1 + tan?(2t) cos(2t) + cos(2t) COSQ(%)
Comme 2t € }—g, g[ alors cos(2t) > 0 et :
2sint t
f(tan(2t)) = 2 arctan —————— sin(2t) — 2arctan 00 _ g arctan(tant).
cos( t)+ 2cos?t

1
Comme t € }—”, ﬂ alors t € } 5 [ et donc arctan(tant) = t. On en déduit :

us
2

|

Vi e } T [ F(tan(2t)) = 2t.

(b) (1 point) Soit = un réel, et t = 5 arctan z. Alors tan(2t) = x.

De plus arctanx € }—g, g{ donc t € ]_17 Z{ et d’apres la question précédente :

f(z) = f(tan(2t)) = 2t = arctan z.

Ceci étant valable pour tout z € R, on en déduit que f est la fonction arc-tangente.
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3. (a) (1 point) La fonction g est définie en tout point x tel que 1 — z* > 0.
En effet, si 1 — 22 > 0 alors v/1 — 22 est défini et positif, donc 1 + /1 — 22 > 0, et
ainsi le quotient H\/%? est défini, c¢’est un réel donc il admet un arc-tangente.

La fonction g est donc définie sur [ = [—1,1].
(b) (1 point) Si z € R alors th(2z) est défini et appartient & |—1, 1, donc ¢g(th(2x)) est

défini. On calcule :

th(2x) sh(2x)
= 2arctan -
1+4/1— th2(21‘) Ch(2f17) (1 + m)

g(th(2z)) = 2 arctan

La fonction ch est strictement positive donc |ch(2z)| = ch(2z), et :

sh(2z) 2shzchz

g(th(2z)) = 2arctan = 2arctan ————— = 2arctanthx

(¢) (1 point) Comme thz € |—1,1[ alors par stricte croissance de la fonction arc-
tangente arctan(thx) € }—%, ﬂ, et donc g(th(2z)) € ]—g, 3 { Ainsi ce réel admet
une tangente, et :

2th
tan(g(th(2x))) = tan (2arctan th ) = — e
1—th"z

1
ch?z

tan(g(th(2x))) = 2shx ch xz = sh(2x).

Comme 1 —th?z = alors :

(d) (2 points) Par définition de I'arctangente :
VxE]—;r,g{ Vy e R y=tanxr <= x = arctany.

Nous avons vu que g(th(2z)) € }—g, 5 {, donc 'expression de la question précédente
donne :
g(th(2x)) = arctan(sh(2z)).

D’apres 'égalité de la question (1b) :
VeeR  g(th(2x)) = arcsin(th(2z)).

Tout élément y de l'intervalle |—1, 1] admet un antécédent x par la fonction x +—
th(2z), donc :
Vy e ]-1,1]  g(y) = arcsiny.

La fonction ¢ est continue par composition, somme et quotient. La fonction arcsin
est également continue, donc par unicité de la limite en —1 et 1 :

Yy € [—1,1] g(y) = arcsiny.

En conclusion, la fonction g est la fonction arc-sinus.
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4. (a) (1 point) La fonction h est définie en tout réel = tel que 1+ 2 # 0 et 172 > 0.

Comme (1 + x)? est positif alors }jr—; est du signe de (1 — z)(1+z) =1 — 22, donc

la fonction h est définie sur J = |—1,1].
Six € J alors ‘/% est défini et positif, et donc par propriétés de I’arc-tangente :
0 < arctan /172 < § ce qui montre que h(x) € [0,].
(b) (2 points) Soit y € [0, 7[. Alors pour tout z € J :
l—z y

h(z) = — t ==
() =y arctan y/J—— =

Comme y € [0, 7 alors & € {O, g[, donc par propriétés de I’'arctangente :

11— Y
h(zx) = = = tan =
() =y T~ g
Comme § € [O, g[ alors tan & est positif, donc :
h(z) — 172 _ an??
x) = = tan” =
Y 1+ 2

Par équivalences :

h(z) =1y = 1—x:(1+x)tan2%

<= <1+tan2y>x:1—tan2y
2 2

B 1 — tan? 2

1+ tan®

cos? Y —sin
e xT

5o = COSY.

N [N
N [N

cos?2 % + sin

Nous avons démontré que 1’équation h(x) = y admet x = cos y pour unique solution.

(c) (1 point) D’apres la question précédente la fonction h est bijective de J = |—1,1]
dans [0, 7|, de réciproque cos : [0, [ — |—1,1].
Or la réciproque de la fonction cos : [0, 7] — [—1, 1] est la fonction arccos : [—1, 1] —
0, 7].
Par restriction la réciproque de la fonction cos : [0,7] — ]—1,1] est la fonction
arccos : |—1,1] — [0, 7[.

Par unicité de la fonction réciproque, h est la fonction arccos restreinte a 'intervalle
|-1,1] :
Vo e]—1,1] h(z) = arccos .
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