Lycée Bellevue — Toulouse 5 novembre 2026
MPSI — Mathématiques

[ Corrigé du Devoir a la Maison n°3 }

1. (a) On obtient £ — 3 = k(k 7y, donc :

" 1 1
mz2 R=Y( )

RS .
" mk-1 Sk Sk Sk n
(b) Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Alors :
1 1
Vk=2, ... — < —
o @ S k1)
Par somme :
PRIED L
k:zk2 k:2k<k - 1)
En ajoutant le terme pour k =1 :
"1 n 1
;k‘ ];k(k: —1)
Ceci donne bien: S, <1+ R,.
(c) Pour tout n € IN* :
n+1 1

Sue1 = Zkg Zkzzm

Cette différence est positive donc : Vn € N* S5, < S,41.
Ainsi la suite (S, ),en+ est croissante.

L’expression obtenue pour R, donne :
1
Vn > 2 S, <1+R,=2——
n
On en déduit :

Vn =2 S, < 2.

Cette inégalité est vraie aussi pour n = 1, donc la suite (.5, ),en+ est majorée par 2.

(d) La suite (S, )nen+ est croissante et majorée donc par théoreme de la limite monotone
elle est convergente.
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MPSI — Mathématiques Corrigé du Devoir a la Maison n°3

2. (a) Les fonctions sinus et tangente sont deux fois dérivables sur [0, g[ de dérivées se-
condes :

Vo € [O, g[ sin”(z) = —sinz et tan”(z) = 2tanz(1 + tan® )

La premiere est négative sur [0, g[ et la seconde est positive, donc la fonction sin

est convexe sur [O, g[ et la fonction tangente est concave sur cet intervalle.

Ces deux fonctions admettent la droite d’équation y = = pour tangente en 0. Par
théoreme la fonction sin est en-dessous de sa tangente et la fonction tan est au-
dessus, donc :

T
Vw6[0,5[ O<sinz <z <tanz

(b) Sixz € ]0, g[ alors 0 < sinx. D’aprés I'encadrement de la question précédente :

v e]o ”[ LI
X I D) .
2 tanZz  x2  sin’x
Comme
1 cos?xr 1 —sin?z 1
2. an2. ain2 =51
tan“ x sin“ x sin“ x sin“ x
alors on obtient bien :
4 6}0 W[ L 1< 1 < 1
X y = " - — :
2 sin? x S22 T ogin?ax

(c) Siz e ]O, g[ alors 7 —x > 0, donc sinx et sin (g — x) sont non-nuls.

La formule sin (g — :1:) =cosx donne :

vxe]o,g[ Lo, 1 1 1 cos’z+sin’x

- - = - + = -
sinx  sin? (g — a:) sinx  cos?x sin? cos?

La formule sin(2z) = 2sinzcosz donne sinzcosz = isin(2z) puis :

s’z | sin? (Z—=) sin®(2z)

™ 1 1 4
Vx € }O, —[
2
C’est le résultat attendu.
3. (a) Soit n € IN*. On sépare les termes d’indices pairs des termes d’indices impairs dans

la somme So,41 :

2n+1 1 2n+1 1 n 1 n 1

St = 2 =l 2 =i ,;(Qk)z +,§)(2k+ 0)?
k pair k impair

Ceci donne :
Sl Ly L gy

La formule est démontrée.
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(b) Comme (S,)nen+ converge vers ¢ alors par composition de limites (S2,11)nen-
converge aussi vers £.

L’égalité que I'on vient de démontrer donne

1
Vn € N* Tn = S2n+1 — 15,1

Par linéarité de la limite la suite (T},),en converge vers £ — 10 = 3¢
4. (a) On obtient :
0

1 1 1
U1=Z.2 =

pr— R p— ; pr— 2
=sin?(zy,1) sin?(zgy)  sin? (%)

(b) Soit n € IN*. On applique le changement de variable j = 2" —1 —k
e Sik=2"1alors j =27 27!

—1=2m1 o1,
e Sik=2"—1alors j=0.
Ainsi : .
2" -1 an—l_1
1 1
k:%*l sin’ (xk’,n-l-l) go sin® (x2”—1—j,n+1)

On calcule, pour tout entier j :

22" —1—5) +1

s
Lon—1—jn+1 = on+1 X 9
_ (4 27 +1 T w 2j+1 7w
U ontl ><§—§— on+1 X§ o~ Tin+l
On obtient donc bien :
2n—1 an—l_q
1 1
Vnent Yy L

>

=0 sin® (§ — Tjns1)

2
k:2n—181n (xk,n—l—l)
(c) Soit n € IN*. On sépare la somme u,; en deux

2" —1

n—1 n
1 2 —1 1 2" —1 1
Up+1 = Z ) = Z 2 + 2
=5 I (Zrt1) = Sin*(@Tepe1) 50 SINT (Thr)
k=0 k=0 k=2
D’apres la question précédente :

211 1 211 1
U = +
ot kz:% sin (xk ntt) z:‘) sin (2 Ij,n+1)

Par changement d’indice (j étant une variable muette) et linéarité

2n—1-1 1 on—1l-1 1
Un41 = Z + Z

k=0 sin (iUknJrl) k=0 sin (§—$kn+1)

on—l_1 1 1
: +
1?:%) (sz(fﬁk,nﬂ) sin ( 37kn+1)>
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La question (2c) donne :
2n—1-1

4

Un4+1 = Z

= sin? (2xk nt1)

On calcule, pour tout £ € IN* :

2$kn+1:2><2]<;7_’—:I_><z Qk—'—lxz:ﬁkn
) 2n+1 2 2n 2 )
Et donc on en déduit :
on—l_1
U/n+1 = 4 Z = 4un

sin (mk n)

C’est le résultat attendu.
(d) La question précédente montre que la suite (u,),en+ est géométrique de raison 4,
et son premier terme est u; = 2, donc :

Vn € N* Up =2 x 4=

5. (a) Soit n € IN*. Par définition des xy,, :

2n71_1 2n71_1
I ( 4r 4)
L e 5 @

k=0 k=0

Par linéarité .
n—1 n—1
2 -1 1 jn-‘rl 2 1 1

kzzo @) w2 k; (2k 1 1)?

On obtient bien :

on—1l_1 1 gn+1
\V/n - IN* = T n—1_
kZ::O (gjkm)Q 7T2 on—1_1

(b) Soit n € N* et k € {0,...,2""1 —1}. On applique 'encadrement de la question
(2b) a Ln-
Comme 0 < k<2 ' —Tlalors1 <2k+1<2"—1,donc0 < 2’;{1 < 1, puis
0< Tp < %
Ainsi xy, € }O, g[ et donc l'inégalité de la question (2b) est valable pour zy ,, ce
qui donne :

1 1 1

S (P
sin?(z,) S (zpn)?  sin®(zp,)

Ceci est valable pour tout k allant de 0 & 2"~! — 1, donc par somme :

on—1_1 1 on—1_1 1 =11 1
S (o)< X mps X g

= (Tpm = (e = sin®(zy,)
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Par linéarité de la somme, et en appliquant la formule de la question précédente :

27171_1 1 27171_1 4n+1 2n71_1 1
D S e
k=0 Sl (Tk.n) k=0 n k=0 Sl (Thn)

Par définition de u,, :
4n+1

un . 271,71 <

2

. . 2 _ _ 2
On multiplie par g7. Comme g x 2" 1= sangz X 2" 1= sngs alors :

72 w2 i

An+1 Un — on+3 ST S oy

Ce résultat est bien valable pour tout n € IN*.

(c) La formule obtenue pour w, donne :

2 2 72
8

2

On sait que lim = 0, donc par théoréme d’encadrement :
n

—4o00 In+3

7T2

Tyn1_ g ——
n—+oo &

Par composition de limites, comme T, —— 3¢ et (2"~* — 1) —— o0 alors

n——+0o0o n—-+o0o
Ton—1_4 ﬁ %6, ce qui donne par unicité de la limite :
n—-+0oo

3 2
20="_
4 8

. 2 . , , . 2
Finalement ¢ = 7, et on a bien démontré que la suite (Sy)nen- converge vers 7.
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