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MPSI — Mathématiques

[ Corrigé du Devoir a la Maison n°3 }

n
nlnn—2"Ina

n
1. On calcule la limite de  —- =€ lorsque n tend vers 4o0.
a

Comme a > 1 alors Ina > 0.

Par croissances comparées Inn = o(n) donc: nlnn = o(n?).
(+00) (+00)

Toujours par croissances comparées :  n? ( = )0(2").
+oo

Donc par transitivité nlnn = )0(2”) et enfin comme Ina # 0 :
+oo

nlnn = o(2"Ina).
(+00)

Ceci montre que nlnn —2"Ina ( ~ : —2"Ina, et comme Ina > 0 alors :
+00

nlnn —2"lnag ——— —o0
n——+oo

Par composition de limites : ermn=2"na ___,

n—-+o0o
Finalement 2r —— 0 donc: n" = 0<a2n).
a n——+00 (+00)
2. (a) On démontre par récurrence que pour tout n € N :  w, > 2.

Comme ug = 2 alors ug > 2.
Si u, > 2 pour un certain n € N alors u? > 4, donc u2 — 1 > 3 et ainsi u, 1, > 2.
La propriété est héréditaire.
Par récurrence : Vn €N wu, > 2.
(b) Soit f:x+— 2% — 1.
Cette fonction est croissante sur R, donc sur [2, +o0].

La suite (uy,),en est récurrente d’itératrice f, incluse dans I'intervalle [2, +oo[ sur
lequel f est croissante, donc elle est monotone.

Comme ug = 2 et u; = 3 alors elle est croissante.

(c) La suite (uy,)nen est croissante, donc d’apres le théoreme de la limite monotone elle
admet une limite, éventuellement infinie.
Supposons que cette limite est finie et notons-la £.
Comme la suite (u,) est croissante alors : Vn € N w, > uy = 2.
Par théoreme de comparaison ¢ > 2.
Comme la suite (u,,) est récurrente d’itératrice f et f est continue alors f(¢) = (.
1=V5 oy ¢ = L5

Ceci donne ¢ = = 5

Comme5<9&lorsl+—2*/5<2.Ainsi%<l+—2\/g<2<£.

Cette contradiction montre que la limite de (u,,) ne peut étre finie.
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Comme (u,,) est croissante alors elle ne peut tendre vers —oo.

Elle tend donc vers +oo.
3. (a) On calcule, pour tout n € IN :

2
1 U,

1
Unp — Up+1 = ﬁ(Q In Up — In Un+1) = ﬁ U1

TR S

= n
2n+1 Up i1 on+

1
T In <1 + )
Un+41

Comme (u,) est minorée par 2 alors elle est positive, donc 1 + %ﬂ > 1, ce qui

montre que ZH% In (1 + 1 ) = 0.

Un+1

De plus on sait que :

Vo € ]—1,+o0] In(l+x)<x

Ceci montre que In (1 + ) <

Un+1 = Un4+1 "
Finalement on a démontré :

1 1
VneN 0< v, — vy < X
! O TS e
(b) Soit p € IN. Par télescopage :
n—1
Vn e N Up — Up = > (U — Vks1)
k=p

Par somme ’encadrement de la question précédente donne :

k=p k=p Uk

) )

n—1 n—1 1 1
Vn € N 0<Z(’l)k—?}k+1)<z<2k+lx

On sait que la suite (u,) est décroissante, donc pour tout k € N, sip< k< n—1

. 1 1 .
alors w11 = upy1. Ceci donne — < o et donc :
1 1 1 1
Vk=mp,....n—1 X < X
2R " gy 2R T

Par somme :

n—1 1 1 n—1 1 1
o) gl

k—p Uk+1 k—p Up+1

On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique :

"Z—:l< L1 )_ 1 5(1)“1_ 1
2 up Upt1 =5 \2 Up+1

k=p

1

G/ -G o

. , s . P e s L qeis
Ce dernier réel est inférieur a g X (%) , donc par transitivité les égalités et
P

inégalités (2), (3), (4) et (5) donnent :

1 1
VYn>p Oévp—vnéﬁx

Up+1

()
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(c¢) En particulier pour p = 0 on obtient :

VneN 0<vy—v, < —
Uy

Comme vy = In2 et uy = 3 alors :

VnelN ln2—;<vn<1n2
Ainsi la suite (v,) est minorée par In2 — 3.
De plus I'encadrement (1) donne : Vn € N 0 < v, — Up41.
Ceci implique que la suite (v,,) est décroissante.
Elle est décroissante minorée donc par théoréme de la limite monotone elle converge.
Soit £ = lim v,,.
On sait que: Vn €N In2— % < v,
Par théoreme de comparaison : In2 — % </
Comme In2 > % alors In2 — % > 0, donc ¢ > 0 : ¢ est strictement positif.

On peut aussi remarquer que :
1 1 3
In2 > 3 < 2>e3 <= 2°>e

On sait que e < 8, donc par équivalences In2 > é
(d) On sait que la suite (v,) converge vers ¢, donc par théoréeme de comparaison l’en-

cadrement (x) donne :
0< (< ! X !
vy — — .
X Up < op Upr1

Ceci est valable pour tout p € IN. Comme v, = 2% In u, alors :

1

Up+1

VpeN 2P0 < Inwy, <270+

(e) Comme a = ¢ alors £ = Ina. Par croissance de la fonction exponentielle 'encadre-
ment précédent donne :

1

VpeN a¥ < U, < a? X et
Puis :
Up 1
Vpe N 1< —; <e'dt
a

_1

Comme U, —— +00 alors e*»+1 ——— 1, et par théoreme d’encadrement :

P )
p——+00 p——+00

Up
- 1
a??’ p—+too

Comme p est une variable muette, ceci signifie : w, ~ a*".
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