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TD. A6

Primitives

Exercices de cours

@ Donner une primitive de chacune des fonctions
suivantes.

fi(z) = 62" — 423 — 3z +5

R
I = / —dx en posant t= tan%
o l+sinx
puis en posant T =5 —t.
Travaux dirigés

Calculer une primitive de chacune des fonctions
suivantes.

2x
h@) = gy folw) = &
3,2
fa(z) = w fs(a) = \3}5
1 sinx
folw) = (22 — 3)° frlw) = cosx + 1
chz 3x
fa(z) = el fo(z) = N

@ Calculer de deux fagons différentes :

s

3
I :/ sin? x cos x dz
0
f:xzmsh'a

2
@ Calculer : I, = / esintdt
0

1 2
1—
@Calculer: 13:/ de
0 1+I2

@ Calculer la primitive qui s’annule en 0 de :

fil-1,400[ — R
T — x2+5$+6

@ Calculer une primitive de

@ Déterminer une primitive de : f:x —

Calculer :

/3 3z —4
L= -5
1 22243z -2

I _/2 rdx
6= 1 22 —dx+7

@ Calculer :

™
Ig :/ xcosxdx
0

x+1

_1
1—ax2

2
dx

d Is=| ———

. 5 /1(E2—4£L'+7

3
/
0

F(z) = / arctan t dt
0

4 —5x

Calculer les intégrales suivantes.

In3

2 dt
Iy = —
’ /0 cht

2 942
3t —2
-710:/ dt en posant
1

3t —2

en posant x =e

t

r=3t—2

22 — 8z + 16 .

f1(90)=xg+§ﬂ fz(x):m
fa(z) = m falz) = m
o) = s fol@) = oo
fr(z) = m fs(z) = 1—31:1—1—3952
Calculer une primitive des fonctions :

I0)= vz Y s
sur l'intervalle }—%, %” [

Calculer les intégrales suivantes

sin 2x

2 2
dx 3
I = _— Iy = —dx
! /\@ v —1 2 /0 1+ cosx

i ™

2 dx 2 dz
L= s L=[
0o 2-4cosx o l+4+cosz+sinz

a l'aide des changements de variables ¢t = %7 t =

cosx et t = tan%.

Calculer I'intégrale :

™

I:/Mmﬂ+¢w0&
0

en utilisant un changement de variable affine échan-
geant ses bornes.

Pour tout n € IN on note :

1 tn
zn:/ ar
o 1+1¢

a. Démontrer que pour tout n € IN :

0<I, < —
n+1

En déduire que la suite (I,,) converge.
b. Calculer I,,_1 + I, pour n € IN*.

c. Déterminer la limite de la suite :

1 1 1
n=1l—=4+=—... —1)n-1lz
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@ Déterminer, pour chacune des intégrales suivantes, quelle méthode permet de la calculer : primitives
usuelles, manipulation d’expressions polynomiales et décomposition en éléments simples, linéarisation
d’expressions trigonométriques, intégration par parties, changement de variable (dire lequel), autre.

1 2 1,2
3t—4 2t —1 t“+t+1
——dt I,= —dt Ii= [ ——dt Ii= | ——dt
/t+2 ? /_1<t72)2 ’ /o(t+1>2 ! /0 2t +1
8 2a 1
4d¢ dt 4t 41
5 /lt2—4t+3 6 /a Wia Svecer 7 /ot2+1
V32 V2 o8t 0 ¢dt 2t
R Iy= EYO RV Iip= 1 hi=| 5=
o t +ad L (3t2-2) i tt—4 RGED))
1 1 jusy ™
tdt 2 P P
:/ 113:/ t(2t —1)%dt 114:/ tan? t dt 115:/ (1 +tant)dt
o th—12—2 0 0 0
™ sintdt @ 5
:/ sin® ¢ cos? t dt 117:/ Smﬁ Ilg:/ t3e_t2/2dt Ilg:/ e?t cos 3t dt
o 84+sin“t 0 0
In3 2 z In2
:/ e tchtdt 121:/ tshtdt 122:/ sin 3t cos 2t dt 123:/ chtsh2tdt
In3 —2 0 0
1 A
Vs ™ 2 ¢
124:/ cos (t+ 7> cos (t— 7) dt I25:/ arccost dt 126:/ te” " dt
0 3 3 -1 0

In3
dt
Io7 = —_—
o /ln2 1 + et
Totdt
Iy=| -5
3t /0 cos?t

“In"tdt
1352/ ;
1

Calculer ensuite ces intégrales.

/3 dt
Ig=| ——
L tVEF1
T tdt
e [0
_%cost

3
I
136:/ Vi2+1dt
0

On pourra puiser dans la liste suivante de changements de variables utiles :

cos® t

6 2 1 T
In(t* +4) 2 Jarcsint
1372/ Tdt 1382/ ﬁdt
1 0

x = at + b avec (a,b) &

déterminer, x =t?, x =13, x =tant, x =cost, z =e!, x =/t + 1, x =+vel — 1, t =shuz...

Pour tout € R on pose F(r) = / —— dt.
1

*

a. Justifier que I est bien définie sur RY.

b. Appliquer le changement de variable
F(x) et en déduire que F est nulle.

c. Justifier que la fonction ¢ : t — 11}:2 admet une

primitive ® sur R’ et exprimer I en fonction de
celle-ci.

En déduire que F' est dérivable, calculer sa déri-
vée et retrouver le résultat précécent.

On note F' la primitive s’annulant en 0 de :

1
T —
/ 14 cosx
a. Exprimer F(z) & 'aide d’une intégrale, et préci-
ser sur quel intervalle maximal elle est définie.

b. Calculer F(z) en utilisant le changement de va-

riable ¢t = tan 3.

Exprimer le résultat en fonction de cos x et sin x.

@ Soit N un entier naturel. Pour tout entier m tel
que 0 < m < N on note :

1
I, :/ ™1 —z)N " da
0

a. Calculer Iy.

b. Démontrer que pour tout m € {0, ..., N — 1} :
m+1
L1 = I,
T N—m

c. En déduire une formule générale pour I, et la
démontrer par récurrence.
Vérifier cette formule pour Iy.

d. Donner pour tout (m,n) € IN? la valeur de :

1
/ 2™ (1 —a)"dx
0

Soit f une fonction continue sur R. Pour tout
z € R on pose :

B(x) :/

(z— ) f(t) dt
a. Justifier que la fonction ® est bien définie sur R.

b. Justifier que ® est dérivable, et calculer sa déri-
vée.




