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TD. A5

Fonctions usuelles

Exercices de cours

@ Démontrer que pour tout z € R :
ch2z = ch?z +sh?z sh2x =2chzshx

Donner une formule pour th 2z en fonction de pz.

@ Calculer

11w

arcsin sin 27 g

arccos cos —

arccos sin 2n arcsin cos MTW

3

@ Démontrer que :

Vo € ]-1,1] tanarcsinz = =
1 — T
Vr e R sinarctan x = T

@ Les relations suivantes sont-elles valables pour
tout (z,y) € R*?

|—z]=—lz] lz+y|=Ilz]+]y]

@ Démontrer que pour tout (z,y) € R? :
2]+ lyl < lz+yl < =]+ [yl +1

Travaux dirigés

Lz y]

lzy] =

Résoudre dans R les équations suivantes.

.sha =3 b. chz =+/3

a
c. thx—§ d. 12chx = 25thz

e. chx—% f. 19shx —16chz =4
g. 3ch2x —4chax =7 h. 16shazchx =15

i. sh2x =chx j- th—i—shx 3
k.6chz —7shx=a (a€R)

@ Pour n € IN* et x € R calculer :

i " n
Cn:Z(k)Ch(kx) et Sn:Z(k)sh(k:x)
k=0 k=0
Dériver les fonctions suivantes.
a. f(z) =shz +ish®z  b. f(z)=
d. f(z) =

e. f(z) =chzcosx +shasinz

%ch?’x—chx
chx —cosz

. =tha — Lth®z _—
¢ f(z) =thz t shz +sinz

Donner un équivalent simple des fonctions sui-
vantes.

a. ch, sh et th en 0, +00 et —oo
b.x+—chx —1 en 0

c. x|z en 400

d. arcsin et arctan en 0.

Calculer les limites suivantes.

sh 3z b i 3" — e
a. lim . lim
z—0 sh 2x n—+oo chn
c. lim (ch2z)In (tha) d. lim (1 + iz)
r— 400 n—+oo n

@ Donner un équivalent simple des fonctions sui-
vantes.

a. z — In(chx)
b.  +— sh (In Va2 + 1)

c. x — tanarcsin ?

en +oo
en 0 et en 400

en 0 et en +00.

On souhaite étudier les fonctions arctan et th
au voisinage de +o0.

a. Donner un équivalent simple au voisinage de 400

de arctan r, puis de 3 — arctanx

b. En déduire le développement asymptotique sui-

vant : - 1 <1)
—_ — +O —
(+0) 2 T

arctanx =
c. En procédant de méme donner un développe-
ment asymptotique similaire pour la fonction th
en +00.

Calculer les réels suivants.

a = cos (arcsin %)

[$2
N—

b =sin (arcco =

/-\DJ

= tan (arcsm

)

¢ = sin (2 arcsin %)

\%
e \%

e = Cos (arctan (_Z)) f = sin | arctan

g = tan (2 arccos %) = sin (2 arctan )

- 1 . 1
1 = tan [ arccos —= arcsin —&——-—
( 5T ﬁo)

@ Résoudre les équations suivantes sur R.
a. arcsinr = arcsin § + %

+1

b. arccos £+ = arcsinx

¢. arcsin (233) — arcsin (z+/3) = arcsin z
d. arcsinx = 2arccos

e. arccosx + arccos (1 —z) = §
f. arcsinx = arctan 2x

g. arctanz + arctan 3z = g
Calculer :

a = arctan2 + arctan3 et b= arctan 1 + arctan £
c = arctan 2 + arctan 5 + arctan 8

d = 4arctan % 5 — arctan ﬁ



Etudier les fonctions suivantes.
a. f(x) =5chx —4sha b. f(z) = arccos(22* — 1)

c. f(x) = arctanshz d. f(x) = sin (2arctan e®)

1
e. f(x) = arcsin th z + arccos ——
chz

rz—1
. = t
g. f(z) = arc anx+1

x
f. = i
f(z) = arcsin po

Démontrer que pour tout z €] — 1,1] :

. x
arcsinx = arctan | ——
V1—z2
Peut-on exprimer de facon aussi simple arccos z en
fonction d’un arc-tangente ?

Pour tout = € [1, 4+ oco[ et n € IN* on pose :

—1
A(zx) = arctan T arctan 2
z+1
- 1
et S, = ;arctan 2

a. Démontrer que pour tout z € [1, + oof, A(x)
appartient a ]—37 5 [

b. Simplifier A(x) en calculant sa tangente.

c. Calculer S,.

On note :

f(@) =n (tan (; arcsin (dic)»

a. Démontrer que f est définie sur R.
b. Simplifier Pexpression de f(z).

1—cos 26
sin20 °

Indication : calculer

On définit les fonctions :

f1 = arcsinosin
f2 = arccos o cos
f3 = arctan o tan
a. Déterminer I'’ensemble de définition et une pé-
riode de f3, puis tracer sa courbe.

b. Déterminer ’ensemble de définition, une période
et la parité de fy, puis tracer sa courbe.

c. Déterminer I'’ensemble de définition et une pé-
riode de fi, calculer fi(m — z), puis tracer sa
courbe.

d. Démontrer que pour tout x dans I’ensemble de
définition de f3 :

Pour tout réel « on note [z le plus petit entier
supérieur ou égal a x, appelé plafond de x.

2] = —|—a]

Démontrer que pour tout z € R et m € IN* :
mlz] < |mz] <mlz|+m—1

2 -

Résoudre sur R les équations suivantes :
a. |3z =2x+5 b. [22] = |z + 4]
o |23 -2 d. [a2] = o) +3

Démontrer que pour tout x € R :

En déduire que :

Ed



