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Chapitre A5
Fonctions usuelles

I. Fonctions hyperboliques

A. Cosinus et sinus hyperboliques

| Définition
Les fonctions sinus hyperbolique et cosinus hyperbolique, notées sh et ch (ou sinh et
cosh), sont définies par :

/_( Propositions j

» La fonction sh est impaire, la fonction ch est paire.

o Ces deux fonctions sont dérivables, et sh’ = ch, ch’ = sh.

Démonstration. Laissées en exercice. O

Tracé.
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Chapitre A5. Fonctions usuelles I. Fonctions hyperboliques

Remarques.

e Pourtoutx € R: chzx+shzx=e* et chx—shx=e"
e Pourtoutx € R: chz>1

e La fonction sh réalise une bijection de R dans R.

Proposition ]

Pour tout z € R : ch?z —sh?z =1

> Exercice 1.

B. Tangente hyperbolique

_ | Définition

La fonction tangente hyperbolique, notée th (parfois tanh), est définie par :

/_[ Proposition ]

La fonction th est définie sur R, impaire, dérivable de dérivée :

Ses limites sont :

&

Démonstration. Laissée en exercice. O
Tracé.
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I1. Fonctions trigonométriques réciproques

/_[ Théoreme de régularité de la réciproque ]

Soit I et J deux intervalles et f : I — J une bijection.
 Si f est continue sur [ alors f~! est continue sur J.

e Si f est dérivable sur I alors f~! est dérivable sur :

J={ye | (W) #0}

Sa dérivée est : |

VyeJ (F () = )

A. Arc-sinus

| Définition
On appelle arc-sinus et on note arcsin la fonction réciproque de la fonction restreinte

sin : {—g,g} — [-1,1].

Ainsi la fonction arcsin est définie sur [—1, 1] par :

arcsin : [—1,1] — [—%,%}

xr — 60 tel que sinf ==z

Remarques.

 Effectivement la fonction sinus réalise une bijection de [—g, g} dans [—1,1].

e On note par commodité R I’ensemble d’arrivée.

arcsin : [-1,1] = R mais  Vzx e [-1,1] arcsinz € —g, 721
Propositions ]

o . .

s Vx € {—2,2} Yy € [-1,1] y=sinx <= x =arcsiny
T .. . .

o Vx € {—2, 5 arcsinsinz = x Yy € [-1,1] sinarcsiny =y

Exemple. Quelques valeurs remarquables.
arcsin 1 = arcsinl = arcsin 0 = arcsin — Y3 — arcsin v/2 =

2 2
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/_[ Proposition ]
Pour tout z € [-1,1] : cos(arcsinz) = /1 — 22

Démonstration.

(_( Proposition ]

La fonction arc-sinus est continue sur [—1, 1] et dérivable sur |—1, 1], de dérivée :

Remarque. On peut ajouter que la fonction arcsin n’est dérivable ni en 1 ni en —1.

Démonstration. On applique le théoreme rappelé ci-dessus.

La fonction sin : [—g,g

arcsin est continue, et dérivable sur :
J ={xe[-1,1] | sin’(arcsinx) # 0} .

Sa dérivée est :
1 1

Vo € J' () = B
x arcsin’(z) sin’(arcsinz)  cos(arcsin z)

D’apres la propriété précédente : cos(arcsinz) = /1 — 22

— [—1,1] est bijective dérivable. Par théoréme sa réciproque

On en déduit que J' =]—1,1[ et que arcsin’(z) = 11_362. O
/_[ Proposition j

La fonction arcsin est strictement croissante et impaire.

Démonstration.
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Tracé.

B. Arc-cosinus

| Définition
On appelle arc-cosinus et on note arccos la fonction réciproque de la fonction restreinte
cos : [0, 7] — [—1,1].

Ainsi la fonction arccos est définie sur [—1,1] par :

arccos : [—1,1] — [0, 7]

xr — 60 tel que cosf ==x

Remarques.
o Effectivement la fonction cosinus réalise une bijection de [0, 7] dans [—1, 1].
* On note par commodité R I’ensemble d’arrivée.

arccos : [—1,1] = R mais  Vz e [-1,1] arccosx € [0,7]

ﬁ( Propositions ]
e Yz € [0, 7] Yy € [-1,1] Y =CoST <= X =arccosy

e Vz €0, 7] arccos cos T = & Vy € [-1,1] cosarccosy =y

Exemple. Quelques valeurs remarquables.

arccos 5 = wrecos 1 = arccos () = arccos ( —

N

Proposition ]

Pour tout x € [—1,1] : sin(arccosx) = v/1 — 22
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Démonstration.

/_[ Proposition ]

La fonction arc-cosinus est continue sur [—1, 1] et dérivable sur |—1, 1], de dérivée :

Remarque. On peut ajouter que la fonction arccos n’est dérivable ni en 1 ni en —1.

Démonstration. La fonction cos : [0, 7] — [—1, 1] est bijective dérivable. Par théoréme sa
réciproque arccos est continue et dérivable sur :

J ={xe[-1,1] | cos'(arccosx) # 0} .

Sa dérivée est :

1 1
Ve elJ arccos’(x) = = —
cos’(arccosx)  — sin(arccos z)

D’apres la proposition précédente : sin(arccos z) = /1 — z2

On obtient donc J' =]—1, 1] et la formule pour la dérivée en découle. U

ﬁ[ Proposition ]

La fonction arccos est strictement décroissante, ni paire ni impaire.

Démonstration.
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II. Fonctions trigonométriques réciproques

Tracé.

/_( Proposition )

.

Pour tout z € [-1,1] :

. T
arcsin x + arccos r = 5

Démonstrati

. De¢

2UX

m

éth

od

es.

> Exercice 2.
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C. Arc-tangente

| Définition
On appelle arc-tangente et on note arctan la fonction réciproque de la fonction res-

treinte tan : }—g, g[ — R.

Ainsi la fonction arctan est définie sur R par :

arctan : R — ]—g,g[

x —> 0 tel que tanf ==z

Remarques.
» Effectivement la fonction tangente réalise une bijection de }—%, g[ dans R.
¢ On note par commodité R I’ensemble d’arrivée.

arctan : R = R mais VreR arctanmé}—g,g{

Propositions ]

. Vme]—g,g{ Vy e R y=tanx <= x = arctany
T T
. VmE]—Q,Q{ arctantanz = x Vy e R tanarctany =y

Exemple. Quelques valeurs remarquables.

arctanl = arctan v/3 = arctan 0 = arctan (—l

Proposition ]

La fonction arc-tangente est dérivable (donc continue) sur R, de dérivée :

Démonstration. La fonction tan : }—g, g[ — R est bijective dérivable. Par théoreme sa
réciproque arctan est dérivable sur

J ={x € R | tan'(arctanz) # 0}

et sa dérivée est :

1
Ve e J arctan’(z) = ————
tan’(arctan z)

Or tan’(arctan x) = 1 + tan?(arctanz) = 1 + z°.

On obtient donc J' = R et la formule pour la dérivée en découle. O
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Chapitre A5. Fonctions usuelles II. Fonctions trigonométriques réciproques

Proposition j

La fonction arctan est strictement croissante et impaire. Ses limites en +00 sont ==

Démonstration. La fonction arctan est strictement croissante car sa dérivée x —> # est
strictement positive.

On démontre qu’elle est impaire de la méme fagon que pour la fonction arcsin.

Enfin, comme limtant = +oo alors lim arctanx = 7,
t—2 T—+00
< 2
et comme lim tant = —oco  alors lim arctanz = —%. OJ
t——21 T——00
> 2
Tracé.

/_( Proposition ]

siz >0

Pour tout z € R* : arctan x + arctan — =
T _

NIRRT

six <0

Démonstration.

Exemple. Soit z = 2 + iy un complexe non imaginaire pur (i.e., x # 0).
Siz >0 alors argz=arctan? Siz <0 alors argz=m+ arctan?

> Exercice 3.
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II1. Autres fonctions classiques

A. Valeur absolue

_ | Définition

On définit la fonction valeur absolue sur R par :

r siz >0
—x sinon.

Ve e R |x|={

/_( Propositions ]

o La fonction valeur absolue est définie et continue sur R.

e La fonction valeur absolue est dérivable sur R* de dérivée :

d .
Vz € R* ﬂ:{ Lo =0
dx —1 sinon

Cette fonction dérivée est notée sgn et appelée fonction signe.

» La fonction valeur absolue est paire.

Remarque. La fonction signe vérifie :

. || x 1 siz>0
Vre R sgn(z) = TSI -1 sinon.

Tracé.

B. Partie entiére

_ | Définition

n<x<n+l1.

Ceci définit une fonction z — |z | sur R.

Pour tout x de R on appelle partie entiére de x et on note |z]| l'entier n tel que

Exemples.

7] = —r] =

SalfS!

10
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Remarques.

e Pourtoutz e Retnez: n=|z] < z€nn+l]
e Par définition : Vz e R lz] <z < |z]+1
Cet encadrement donne : VieR z-1<|z]<x

Tracé.
Remarques.

» La fonction partie entiere n’est pas continue.

Plus précisément elle est continue en tout point de R\ Z mais ne I'est pas en tout point
de Z.

Par exemple elle n’est pas continue en 1 car : lini lz] =0# [1]
T—
<

» La fonction partie entiere est dérivable sur R\ Z, de dérivée :
dlz]

0
dx

Ve e R\ Z

Proposition ]

La fonction partie entiere est croissante.

Démonstration. Soit = et y deux réels tels que x < y. On sait que :

r—1<[z]<z et [y/<y<lyl+1
Par transitivité :
L) < ly] +1
Comme |z] et |y| sont entiers alors [z| < |y].

Ceci étant vrai pour tous réels z et y tels que x < y, la fonction est croissante. O

Exemple.

Le nombre de chiffres de I’écriture décimale d'un entier naturel N est |log N| + 1.

Exercices 4, 5.
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