Lycée Bellevue — Toulouse 13 octobre 2025
MPSI — Mathématiques

[ Corrigé du Devoir a la Maison n°2 ]

Probléme 1.

1. La fonction exponentielle est dérivable en 0, de dérivée e® = 1, donc

et — ef _ et —1
im =1 soit lim =
t—0 t— 0 t—0 t

1.

La fonction exponentielle est convexe car elle est deux fois dérivable, égale a sa dérivée
seconde, laquelle est positive sur R.

Sa tangente en 0 admet pour équation y = z + 1, elle est en-dessous de sa courbe par
convexité, donc :

Ve € R e* > 1+x.

2. La fonction f est définie en tout  non-nul, donc sur R*.

Elle est dérivable par composition et produit. Sa dérivée est :

1 _a
VeeR fl(z)= x;t e

Cette dérivée est du signe de %*1 Un tableau de signe montre qu’elle est négative sur
[—1,0] et positive sur |—oo, —1] U |0, +o0].

Comme —i = 0 et f(x) = ze~r  alors par composition et produit de
x o
limites :  f(x) — > —00 et f(z) T Too
Comme —1 —— —oco alors de méme: f(z) — 0
z—07t z—07t
Pour la limite en 0 par valeurs inférieures on utilise le changement de variable y = —% :
: . _1 . e’
lim f(z) =limze * = lim ——
z—0 z—0 y——+o0 Yy
< <

Par croissances comparées cette limite est égale & —oo donc @ f(x) —— —oc.

En résumé on peut tracer le tableau de variations suivant :

T —00 —1 0 +oo
f'(x) + 0 - +
/ +OO
f(z) —e 0
N\
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3. (a) On sait que lirr(l) f(z) =0, donc lin% g(x) = 0. Cette limite est finie donc on prolonge
r—> T—
>

par continuité la fonction g en posant g(0) = 0.
(b) On calcule, pour tout z > 0 :

On en déduit : 0
o 9@) = 9(0)

=0
x?O x—20

Ceci montre que la fonction g est dérivable en 0 de dérivée ¢'(0) = 0.
4. (a) On calcule :
Ve € R* f(x)—(x—l)zx(e_%—l)—i-l.

En posant t = —% on obtient :
fz) = (@ —1) 1(1t 1) +1=1 -1
r)—(r—1)=——(e" — =1-
t t
Comme ett_l — 1 alors:
t—0
el —1
lim (f(z)—(x—1))=1-lim = 0.

x—>F00 t—0 t

La droite d’équation y = = — 1 est donc asymptote a la courbe de f en +oo.
(b) Le calcul de la question précédente donne :

Vo € R f(x)—(x—l)_x(e—i_1+1>

x
On sait que pour tout t € R: e > 1+t On en déduit :

1

1 1
Vo e R* e_%El—— puis er—14+—-—2>20
T x

Ainsi :
flz)—(x—1) >0 sio x>0

v e R {f(:r;)—(:c—l)g() sioz<0

Ceci montre que la courbe représentative de f est au-dessus de I'asymptote d’équa-
tion y =2 — 1 si x > 0 et en-dessous si z < 0.

5. La courbe de f admet deux asymptotes : une asymptote oblique d’équation y = x — 1
en +00, comme nous venons de le voir, et une asymptote verticale d’équation x = 0.

On calcule f(—1) = —e.

La courbe de f figure page suivante.

page 2/4



MPSI — Mathématiques Corrigé du Devoir a la Maison n°2

y=f@)/
s y=v-1

’

Probléme 2.

4 5

1—
1. (a) Comme w est différent de 1 alors : > wF = ndl
k=0

1 —w
4
Comme w est une racine 5™ de I'unité alors w® = 1 donc : Zwk = 0.
k=0

(b) On caleule : 22 = (w + w)? = w? + 205 + Wb

Comme w® =1 alors : 2} = w? + 2 + w?.

4
Onen déduit : 22 +2 —1=w?+wtw+w+1=> o*
k=0
D’apres la question précédente : 27 + 2, — 1 = 0.

De méme : 22 = (w? 4+ w?)’ = wl + 25 + Wb = W' + 2 + w.

4
Donc: 23+z—1=> w"=0.
k=0
Ainsi z; et z, satisfont I’équation 22 + 2z — 1 = 0.

1++5

(¢) Les solutions de I'équation ci-dessus sont — 5

;2m
Posons w = €5 | et 21 = w + w, 2o = w? + w3,

Alors w est une racine 5 de 'unité différente de 1, donc 2z; et 2z sont solutions
de I’équation 22 + 2z — 1 = 0, et ainsi ils prennent I'une des valeurs _1;‘/5 et _1;*/5.

D’autre part :

21 .8 27 _.2m
2 =wtwt =€F 45 =els f et :2(308%7r

4w -6 - 4m 4w
m=wtw=¢"% +e's =€ +e ' :2(308%7r

Comume % € [0,5] et 4 € [3, ] alors cos 3 > 0 et cos <0, done 2 = 5= et

Zy = _*/25_1, ce qui donne :
2 Vh—1 Ar —/5-1
cos — = et cos— = —
5 4 5 4
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Comme %zw—%ﬁ alors cosg:—cos%7r donc :
T Wb+ 1
Ccos — =
5 4

2. (a) Par équivalence :

On en déduit :

. - T R
2 =i — z=¢€19( ou (e Us;
On sait que Us = {elk 5 | k=0,.. .4}, donc on en déduit que les solutions de
I’équation 2° = ¢ sont :
212610 22261022 2’3:610 24:6 10 2’526 10

(b) On obtient la figure suivante :

As

Ay As

(c) En factorisant par I’angle moyen on calcule :

, . 5w [ c2m .2
A A; |2’3 — 21| 67'91% — ¢ei1o e'1o (el 5 —e 5 )
= = 5 R - .3 . .
A1Ay |z — 2| €' — €10 e'10 (elg — e‘Z%)
i 20 sin%’r i 2sin T cos I T
= le’5 X Y =les5| X T == 2 COS —
2isin sin 5
5 5
, A1 As VB+1
Finalement : = .
A As 2
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