Lycée Bellevue — Toulouse 17 octobre 2025
MPSI — Mathématiques

[ Corrigé du Devoir Surveillé n°2 J

Exercice 1. (12 points)
1. (a) (2 points) Le discriminant de 1'équation (F) est :

A= (=272 —4 x (=1) =4(* 4+ 1) = 4" (e + ) = 8¢ cos 0

Comme 6 € {—g,g} alors cos > 0 donc I'écriture précédente est I’écriture expo-
nentielle de A.

On en déduit :

|A| = 8cosb et arg A =0

(b) (1 point) Une racine carrée de A est n = v/8 cos #e’?/2, donc les solutions de 1’équa-
tion (F) sont :

21 = € +V/2cose?? et Zgzeie—VQCOSQBiB/Q

2. (a) (1 point) Comme 6 € {—g, g} alors g € [—%, ﬂ, ce qui montre que cosg > 0.

On en déduit que 2 cos g—l—\/ 2 cos 0 est positif puisqu’il est la somme de deux nombres
positifs.

On remarque que le produit des deux nombres est :
0 0 0
<2c052 + \/20080) <2C082 — \/2(3039) = 4 cos® 3 2cosf
La formule cos 2z = 2 cos? z — 1 montre que :

<QCOSZ+\/20089> <2(:os§ — \/2(:056’) =2

Ainsi le produit des deux nombres est positif, le premier est positif, donc ils sont
tous les deux positifs, et méme strictement positifs.
(b) (1 point) On utilise encore la factorisation par 'angle moitié :

21+ 1=e4+1+4+V2c0os6e?? = €i9/2(6i9/2 + 649/2) + V2 cos Be/?
0 .
= <2c082+\/20039> /2
0 .
29+ 1= <2C082 — \/2c089> /2

D’apres la question précédente les deux facteurs réels sont positifs, donc ces égalités
sont bien des écritures exponentielles.
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(c) (2 points) D’apres les écritures précédentes, les arguments des trois complexes 2141,
2o+ 1 et e + 1 sont g.

— =
Or ce sont les affixes des vecteurs BM;, BM; et ﬁ Donc ces trois vecteurs sont
colinéaires, autrement dit les quatre points B, M, Ms, P sont alignés.

On peut en déduire que les points M; et M, sont sur la droite (BP).
3. (a) (2 points) Toujours grace a 'angle moitié on obtient :

2 —1=¢€%—1+vV2cos fe?/2 — i3 (eig - e_ig) + V2 cos 0e'/?
0 .
= (\/20089 + 2¢sin 2) /2
) .
et 29— 1= (—\/2C059+2isin2> /2

On peut alors calculer leurs modules :

AN 0\
‘21—112‘\/200504—2@'81112 X eze/Q‘:J(VQCOSH)Q—F (251112)

:J2<1—281n2§> —|—4sinzg:\/§

De méme : |z, — 1| = /2

(b) (1 point) Les complexes z; — 1 et z5 — 1 sont les affixes des vecteurs 14—]\41> et A—]\J;
Leurs modules sont donc les distances AM; et AMs.
D’apres le résultat précédent, My et M, sont sur le cercle de centre A de rayon v/2.
La distance AC est aussi égale a v/2 donc ce cercle est le cercle de centre A passant
par le point C.

4. (2 points) Le point P étant connu, les points M; et M, sont a la fois sur la droite (BP)
et sur le cercle précédent. En construisant cette droite et ce cercle, on obtient les points
M; et My comme les points d’intersection.
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Probleme.
Partie A. (10 points)
1. (1 point) La fonction ch est définie sur R qui est symétrique par rapport a 0 et :

et + e’

Ve € R ch(—z) = —5 = chz.

Elle est donc paire.

La fonction exponentielle est dérivable, donc par somme la fonction ch est dérivable.
2. (1 point) On obtient :

Ve e R ch'(z) = ————
Par équivalences :
Vr e R ch(z) 20 = 2’ = 21 <= 120

Ceci montre que la fonction ch est décroissante sur R_ et croissante sur R.
3. (1 point) On remarque que :

e

=e ¥ ——0

e T —+00
Ceci montre que e * = o(e*), donc:
(+00)

e’ +e e’
chz = i ~  —
2 (+00) 2

La fonction x % est un équivalent simple de la fonction ch au voisinage de +oo0.
4. (1,5 points) On calcule ch 0 = 1, et on obtient une courbe comme la suivante.

y=chuz
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5. (1,5 points) En explicitant les cosinus hyperboliques :

2x 2 _9or 2 o
Vr e R 20h23:—1—e+2+€_1_6+26_ch<2x)
V(e.y) €R®  2chachy = & T )2(6 +eY)
eTty 4+ e TV " Y o~y
— 5 - 5 = ch(z +y) + ch(z —y)

Les formules sont démontrées.

1. (a) (2 points) On sait que la fonction ch est croissante sur R.

De plus sa dérivée est ch’ : z +— % Cette dérivée ne s’annule qu’en 0, donc la
fonction ch est strictement croissante que R .
De plus elle est continue et R, est un intervalle donc d’apres le théoreme de la
bijection elle réalise une bijection de R dans ch(R; ).
Comme ch0 =1 et xggloo chz = 400 alors ch(Ry) = [1,4+o00], et donc ch réalise
une bijection de R, dans [1, +o0].
Comme y € [1,+o0[ alors par définition d’une bijection y admet un et un seul
antécédent dans R par la fonction ch.

(b) (2 points) On résout ’équation chz = y d’inconnue z € R.

e’ +e "

Vr e Ry chr=y <+— —s =Y

— e"'+e " —-2y=0
= X -2yX+1=0 en posant X = e”.

Le discriminant de cette équation du second degré est A = 4(y*—1). Comme y > 1
il est positif, et les solutions sont

Xi=y—y2—-1 et Xo=y+y?>—1.

Le produit de ces deux racines est égal a 1, car ce sont les solutions de 1’équation
X? —2yX +1 = 0. Elles sont donc de méme signe, et comme X, est positive alors
elles sont toutes les deux positives.

Comme X = ¢e® alors ¢ = In X; ou x = In Xs.

Depluis InX;+InXo =InX; Xy =In1=0, donclnX; et InX, sont de signes
opposés, et méme In Xy = —In X;.

Comme X; < Xy alorsIn Xy <InXs et donclnX; <0etlnX, > 0.

L unique solution positive de I’équation ch x = y est donc x = In Xs, soit :

x—ln(y—i-\/yQi—l).
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Partie B. (13 points)

Pour les questions 1 & 5 on suppose que f est une solution du probléme, donc que f est
une fonction de R dans R continue, vérifiant :

Ja € R%, fla) > 1
V(z,y) e R flez+y)+ flz—y) =2f(2)f(y) (%)

1. (a) (1 point) La relation (%) avec z = a et y = 0 donne :

2f(a) = 2f(a)f(0)

Comme f(a) > 1 alors f(a) # 0, donc f(0) = 1.
(b) (1 point) La fonction f est définie sur R qui est symétrique par rapport a 0.

Pour z = 0 la relation (x) donne :

Vye R fy)+ f(—y) =2f(0)f(y) = 2f(y)

Par soustraction :
VweR  f(—y)=fy)
La fonction f est donc paire.
2. (a) (1 point) Pour z = y la relation (x) donne :

veeR  f(22) + f(0) = 2(f(x))’
Si z € R alors § € R, et comme f(0) = 1 alors on obtient la relation :

X

ek g =2(s()) -1 (t

(b) (1 point) Supposons qu’il existe un réel = tel que f(z) < —1. Alors la relation
précédente donne :

2f%(3) - 1< -1

Ceci implique f? (%) < 0, ce qui est absurde.
Cette contradiction montre que : Ve e R f(z) > —1.
(c) (2 points) Pour tout n € IN on note 2, la propriété : f(z%) > 1
On démontre par récurrence que cette propriété est vraie pour tout n € IN.

Initialisation. Comme f est solution du probleme alors f(a) > 1, donc la proposition

9P, est vraie.
Hérédité. Supposons que pour un certain n € IN la proposition 9, est vraie.
a

D’apres la relation (), pour » = o :

f(207;> - 2f2(2na+1> i
() =30 (3) +)
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Comme la proposition 2, est supposée vraie alors f (2%) > 1 et donc :

of @ 1 B
#(g) > 0+ =1
Ceci montre que f(ﬁ) > 1 ou f(g,j%) < —1.
D’apres la question précédente on ne peut avoir f (2,5%) < —1, donc f (2;%) > 1.
La propriété 2,1 est vraie.

On a démontré que la propriété 2 est héréditaire.

Conclusion. Par récurrence la propriété 9, est vraie pour tout n € IN :
¥n e N ) >
n e f 27 >

3. (a) (2 points) Pour tout n € IN on note %,, la propriété : f(2%) =ch (2%)

On démontre par récurrence que cette propriété est vraie pour tout n € IN.
Initialisation. Comme £ est antécédent de f(a) par la fonction ch alors ch § = f(a).
La propriété 2 est vraie.

Hérédité. Supposons que pour un certain n € IN la propriété 22, est vraie.

La relation (f) appliquée a x = . donne :

f(zan> - 2f2<2:+1> -l

On en déduit, comme la relation %,, est supposée vraie :

ch (i) — 22 (o) -1

La premiere formule démontrée dans la question 5 de la partie A, appliquée a

ngn%donne: ; ;
_ 2
() =2 ()

f2<2f+1) = <2nﬁ+1>

Gréce a la question (2c¢) on sait que f(#) > 1, donc f(z,j%) est positif.

Ainsi :

D’apres la partie A on sait que la fonction ch est positive sur R.

On en déduit que la propriété 2, est vraie :
a p
f<2n+1) = ch <2n+1>
Conclusion. Par récurrence la propriété 9, est vraie pour tout n € IN :

Vn e N f(;) =ch (2571)
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(b) (2 points) Un entier n € IN étant fixé on définit la propriété :

) =)

On démontre par récurrence double que la propriété %, est vraie pour tout p € IN.
Initialisation. Pour p = 0 la propriété s’écrit f(0) = 1. On sait que ch0 = 1 et
f(0) =1 d’apres la question (1a), donc elle est vraie.

Pour p = 1 la propriété s’écrit f (2%) = ch (2%), elle est vraie d’apres la question
précédente.

Hérédité. Supposons que pour un certain p € IN les propriétés %, et 9, sont
vraies.

a

On applique alors la relation (x) avec x = (p + 1)55 et y = 5. Elle donne :

Ho+25) + () =21 (04 055)1(35)

Comme la propriété %, est vraie aux rangs 1, p et p 4 1 alors :

H(r25) o (v ) =2an (40 o (1)

La seconde formule démontrée dans la question 5 de la partie A donne :

2ch <(p+ 1)25n> ch (i) _ ch <(p + 2)25”) b (%ﬁ)

On en déduit :
f((p + 2);) =ch <(p + 2)5)

Ceci montre que la propriété 2,5 est vraie, et justifie donc I’hérédité de la récur-
rence double.

Conclusion. Par récurrence double la propriété 22, est vraie pour tout p € N, et
comme cette démonstration est valable pour tout n € IN alors :

V(n,p) € IN? f(p;) = ch <p2Bn>

4. (a) (1 point) Comme p, = {%TIJ alors par propriété de la partie entiere :
2" 2"
Vn e N | < pn < -7
a a

Comme 2" est strictement positif alors :

T 1 Pn _ X
Vn € N —— < -<-
" a 2" 2 " a

Comme (g — i) — Z alors par théoreme d’encadrement :
a n—+oco @
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a

(b) (1 point) Soit x un réel positif et pour tout n € N soit p, = PHJJ

Alors p,, est entier et donc d’apres la question (3b) :

Vne N f(pna) =ch (pnﬁ) (1)
2n 2n
On a démontré dans la question précédente que EIP on = on en déduit :
n oo 1 a
L et Pn —_— %
2N n—+4oo N’ notoo @

Les fonctions f et cosinus sont continues, donc :

f<gZa) — f(x) et ch (12)25) — ch <a>

Par unicité de la limite I’égalité (1) donne :

o) = ( )

a

On pose a = g Comme chf = f(a) > 1 et ch0 = 1 alors 8 est non-nul, donc
ae R
On vient de démontrer que pour tout x € R, :  f(x) = ch(ax).

Si = est négatif, alors —x est positif, donc en appliquant ce qui précede :
f(—2) = ch(~ax)
La fonction f est paire d’apres la question (1b) et la fonction ch est paire également,

donc f(x) = ch(ax) : cette égalité est valable aussi pour = négatif.

Il existe donc a € R* tel que :
Ve e R f(z) = ch(ax)

5. (1 point) D’apres la question précédente, si f est une solution du probleme alors il
existe o € R* tel que :

Ve e R f(z) = ch(ax)
Réciproquement, si f est la fonction x — ch(ax) pour un certain réel non-nul «, alors
elle est solution du probleme. En effet :
e La fonction f: x + ch(ax) est définie sur R, et continue par composition.

o Il existe a € R tel que f(a) > 1. En effet, on sait que chz > 1 pour tout z € R,
donc il suffit de poser a = 1, comme « # 0 alors f(a) =cha > 1.

 Le relation (x) s’écrit :
V(z,y) € R? ch(azx + ay) + ch(azx — ay) = 2 ch(ax) ch(ay)

Elle est conséquence directe de la seconde formule de la question 5, partie A.

En conclusion les solutions du probléme sont les fonctions z +— ch(azx) ot a € R*.
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