Lycée Bellevue — Toulouse 25 septembre 2026
MPSI — Mathématiques

[ Corrigé du Devoir Surveillé n°1 ]

Exercices 1. (8 points)

1. (2 points) Notons E; ’équation proposée :
(Ey) : 2v/3sinz tanz = 1

Cette équation est définie si et seulement si tan z est définie, donc si et seulement si x
appartient a ’ensemble :

@:R\{ngle‘ kez}

sinx
cosx

Comme tanx = alors par équivalence :

1
(Ey) = sinz = —=cosx

2v/3

La formule de base cos?+sin?x =1 donne :

1
(Ey) = cos’r + —=cosz —1=0

23
49

On obtient une équation du second degré en X = cosx, dont le discriminant est A = 35

et les solutions sont 7 et 5. Ainsi :

2 3
(Ey) = COST = ——= ou cosx = £

V3

Le cosinus d’'un réel est toujours dans lintervalle [—1, 1], donc il ne peut étre égal a

3

—%. La seule possibilité est donc cosx = %°, ce qui s’écrit :

m
COST = COS —
6

Ses solutions sont : .
xz:l:g—i-le avec k€ Z

L’ensemble des solutions est donc :

5/)1:{j:%+2k:7r) keZ}
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2. (2 points) Notons (E2) ’équation :
(Es) : r+5=vr+11

Cette équation est définie si et seulement si x + 11 > 0, donc sur I'ensemble 93 =
[—11, +ool.

On raisonne par implication :
(Es) = (x+5)72=2+11

Puis en développant :
() = 2% 4 9x + 14

Les discriminant de cette équation du second degré est A = 25 puis ses racines sont
Ty =—2et xg =—T7.

Ceci montre que ces deux réels sont les seules solutions possibles de 1'équation (F).
On vérifie que —2 est bien solution : 3 = 1/9.

Par contre —7 n’est pas solution : —2 # /4.

Ainsi ’ensemble des solutions de 1”équation ne contient que —2 :

S ={-2}
3. (2 points) On peut écrire :
100
S=1x100 +2x99 + --- + 100 x 1 = > k(101 — k)
k=1
On utilise la linéarité de la somme :
100 100 100
S=> (101k — k*) = 101> _k— Y Kk

k=1 k=1 k=1

Les formules donnant la somme des premiers entiers et la somme des premiers carrés
donnent :

S 101 x 100>2<101_ 100><121><201

100 x 101 x (303 —201) 100 x 101 x 102
6 N 6

102

On calcule & = 17et finalement :

S =100 x 101 x 17 = 171700
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L 1
4. (2 points) Pour tout n € N on note &, la propriété :  [] (1 + k) > vn+1
k=1 p

On démontre par récurrence que cette propriété est vraie pour tout n € IN.
Initialisation. Pour n = 0 la propriété s’écrit 1 > 1, car le produit vide est égal a 1.
Elle est donc valide.

Hérédité. Supposons que pour un certain n € IN* la propriété %, est vraie :

ﬁ(1+1> > Yn

k=1 pk

Par multiplication par (1 + ﬁ), qui est positif, elle donne :

(e ) = (I ) () 2 o)

k=1

I

k=1

On cherche donc a démontrer :
1
%<1+>>\/pn+1 (%)
n

Par équivalence :
1 p
(%) = (1 + > >

n
On utilise la formule du binéme et on explicite les deux premiers termes :

(0 =2 ()G = ()2 ()G

p
1

n+1
n

On sait que ( !

1\? 1 & (p (1)’“ 1 n+1
1 > =14+ - — ) =214+ -=
<+pn +n+2::<k> pn +n n

Ceci montre par équivalence que 'inégalité (%) est vraie, et celle-ci implique que la
propriété %, est vraie.

) = p, et les termes (p) (ﬁ)k sont tous positifs, donc :

Nous avons démontré que la propriété 2, est héréditaire.

Conclusion. Par récurrence la propriété 2, est vraie pour tout n € IN.
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Probléme 1. (7 points)

1. (a) (1 point) On sait que la fonction cosinus s’annule en tout angle de la forme 7 + km
ou k est un entier, donc :

cosdxr =0 = 4x:g+k7r (keZ)
T m

_ T ket

— x 8+ 1 (keZ)

L’ensemble des solutions de I’équation proposée est :

ylz{gm%‘ kez)

(b) (1 point) On cherche les solutions comprises dans l'intervalle [0, 7], donc qui véri-
fient :

0<-—+4+k-—<7

NS

T
8
Cet encadrement équivaut a :

7T<k <77T Lo 1<k‘<
—— < — uis a - — -
g S 3 p 5 Sk

2

IS

Les entiers appartenant a l'intervalle [—%, sont 0, 1, 2, et 3, donc les solutions
de I'équation comprises dans I'intervalle [0, 7] sont § + k7 avec k € {0,1,2,3}, ce
qui donne :

7
2

T 3 5% 7T
— To = — Lo = — T) = —
8 > P78 T8

I =

2. (2 points) En posant T' = t? I'équation (FE;) devient :
8T —6T +1=0

Ses solutions sont Tj = 3 + 2v/2 et Ty = 3 — 2v/2.

Ainsi t2 = T} ou t? = Ty. Il est évident que T} est positif, et comme Th, = /9 — /8 alors
il est positif aussi. Il existe donc quatre solutions :

=V3+2V2 th=—-V3+2V2 t3=V3-2v2 t;=-V3-2V2

On remarque que (v/2 + 1) = 3 +2v2 et (v2 — 1)? = 3 — 24/2, donc I'ensemble de
solutions est :

Sy = {:l:\/i:i: 1}

page 4/10



MPSI — Mathématiques Corrigé du Devoir Surveillé n°1

3. (1 point) La formule cos2a = 2 cos? a — 1 donne, pour tout z € R :
cosdr = 2cos’2r — 1 = 2(2008230 — 1)2 —1=8cos*z —8cos’xr +1

: 2. _1 : 2. _ 1 :
De plus on sait que 1+ tan”z = 5, ce qui donne cos”x = 7, et donc :

1+tan

8 8

4o = — 1
COREE (1+tan?z)? 1+ tan’z *

En multipliant par (1 + tan®x)?, qui est non nul, on obtient 1’équivalence :

8 8
(1+tan?z)?2 1+ tanz
= 8 —8(1 +tan*x) + (1 +tan*z)* =0
— tan'z — 6tan’z +1=0

cosdxr =0 <— +1=0

L’équivalence demandée est démontrée.

4. (2 points) Si x prend I'une des valeurs xy,...,z4 alors z est solution de I’équation
cos(4x) = 0, donc d’apres la question précédente tanz est solution de 1'équation ¢4 —
6t> +1 = 0, et donc tanx prend 1'une des valeurs de I’ensemble &5 = {jzl + \/5}

On rappelle que :
3T o T

xr, = Ty = T3 = o Ty =~

ool 3
oo
o
(0%¢]

On remarque que :

O<l’1<z<$2<z et E<3z:3<3—7T<:L-4<7r.
4 2 2 4
La fonction tangente est strictement croissante sur les intervalles [O, 5 [ et } R ﬂ , donc :
O<tanz; <1< tanzy et tanzy < —1 < tanzy < 0.
Comme 0 < 1 < /2 < 2 alors :
V2-1<-1<—V24+1<0<V2-1<1<V2+1

On en déduit :

tang:\/ﬁ—l tan?);:\/ﬁ—i—l
5 7
tang:— 2—1 tangz—\/ﬁ—i—l
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Probléeme 2. Coefficients du trinéme (6 points)
1. (1 point) On obtient :
< n ) n! ) ( n ) n!
= = = =N
0,0 0! x 0!n! 0,1 0! x 1! x (n—1)!

(o) - - = ()= " — n(n—1)
1,0/ T 1Uxolx(n-11 " LY T Uxlix@m_20

2. (1 point) On obtient d’une part :

Qﬁj)«tj>:(%+ﬁKZLi—jﬂx<:Eplz(n—iTjWU!:<;»

et d’autre part :

(n)(n—i)_ n! 9 (n—1d)! n! _(n)
i g/ iln—=d) " jln—i—j! dljln—i—j)! \i,j
Les deux égalités sont donc démontrées.
3. (2 points) Comme i, j, n sont positifset 0 <i+j+2<nalors0<i+j+1<net

0<i+7+2<n+1,donc les quatre coefficients du trinémes impliqués dans I’équation
sont bien définis.

On utilise la premiere égalité démontrée dans la question 2 :
)+ )+ ()
1+ 1,7 1,7+ 1 1+ 1,5+1
_< n )C+j+1>+( n >G+j+1>+< n >C+j+2)
T4+ i+l it+j+1 i i+5+2)\ i+1
_( n )K?+j+1>+<i+j+lﬂ'%< n )(i+j+2>
S\t +1 i+ 1 i 1+J+2 i+ 1
En appliquant deux fois la formule (classique) de Pascal :
)+ )+ Gl )
1+ 1,7 1,7+ 1 1+ 1,5+1
_( n >C+j+2>+< n >C+j+2>
i+ +1 i+1 i+ +2 i+1
)+ G )l (5)
BEAVEN | it+j+2 i+ 1
B ( n+1 )<i+j+2>
it +2 141
Enfin la premiere formule de la question 2 donne :
)+ )+ () = G5
i+1,j i,7+1 i+1,7+1) \i+1,57+1

Il s’agit du résultat attendu.
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4. (2 points) On utilise la seconde égalité de la question 2 :
(e - S v
1=05=0 1=05=0

Ceci donne :
n n—i neing _ n n in—i n—i i
S5 (ave =S (g (" e
1=05=0 =0 7=0

On applique la formule du bindéme de Newton a la somme intérieure :

e n—i—j __ Z n 7 n—i
ZZ( >abjc J Z[(i)a(b—i-c) ]
1=05=0 =0

On applique une seconde fois la formule du binéme de Newton :

n n—

ZZ( )ab]cn T =(a+b+c)

1=05=0

Il s’agit du résultat attendu.

Probléme 3. (10 points)
0

1. (1 point) La somme Sy = » (—1)*k? est une somme vide, elle est donc nulle. Ensuite

k=1
on calcule :

So= 0 = 0
S =-1 = -1
Sy=—1+4-9 - 6
Sy=—-1+4-94+16 = 10
S;=—14+4—-9+16—-25=—-15

2. (a) (1,5 points) Soit n un entier naturel pair, et p = 7, si bien que p est un entier et

n = 2p. On cherche a simplifier :

Sp+ Ty =Y (1" + >k
k=1

k=1

Par linéarité on obtient :
= > ((=DF+ 1)k
k=1

On remarque que :

2 si k est pair
(—D)F+1= . P
0 si k est impair.

Ainsi lorsque k prend une valeur impaire alors le terme ((—1)* + 1)k? est nul, donc
il ne reste dans la somme S, + T}, que les termes pour lesquels k est pair.
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Lorsque k£ va de 1 a n il prend les valeurs paires 2,4, ...,2p, car n = 2p. Ainsi il
prend les valeurs 27 pour ¢ allant de 1 a p :

2p

S+ To=> (D" + 1)k =>((-1)* + 1)(2i)?

k=1 =1
kpair

Ceci donne : )

Sp+ T = (2 x 4i%)

i=1

Par linéarité, et comme ¢ est une variable muette :

p
Sp+ T, =8> k*=8T,
k=1

Ceci est bien le résultat attendu.
(b) (1,5 points) La formule pour T,, permet de calculer :

(p+D@2p+1) nr+1E2n+1)

S, = 8T, — T, = 8~

6 6
Comme p = 7 :
o BT ntEnt
" 6 6
C2n(n+2)(n+1) nn+1)2n+1)
- 6 B 6
_nn+1)2n+2)—-2n+1)]  3n(n+1)
N 6 N 6
Finalement :
n(n+1)

Sin est pair: S, =

2

3. (a) (0,5 point) Si n est impair alors n — 1 est pair, donc on peut appliquer la formule
de la question précédente :

(n—1)n

Si n est impair :  S,_1 = 5

(b) (1,5 points) On obtient S,, & partir de S,,_; de la fagon suivante :

n n—1
Sp = > (=DFE* = > (-1)K* + (=1)"n* = S,_q + (—1)"n?
k=1 k=1
On utilise la formule de la question précédente :
—1
= n(n2 ) 4 (_1)nn2
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Comme n est impair alors (—1)" = —1, donc :
g (n—l)n_n27 -n?—n
" 2 2
et finalement :
1
Si n est impair : S, = _n(n;—)

4. (1 point) On constate que I'expression de S, est la méme au signe pres, elle est positive
si m est pair et négative si n est impair. On peut donc énoncer :

1
VneN S, = (—1)"”@;)
5. (a) (1 point) Par linéarité de la somme :
Sp AUy = (1K + > (=) k =D (-DFE* + k) = > (1) *k(k + 1)
k=1 k=1 k=1 k=1

k
On sait que Zz = k(kjl), donc :
i=1

Sy + U, = zn:((—m’“ X 223)

i=1

Ceci donne bien :

S, + U, = zzn:zk:(—l)’%

k=1i=1

(b) (2 points) On peut écrire :
Sp+Up=2 > (=DFi=2>Y(-Dri=2>" (@'Z(—l)k>
1<i<k<n i= k= =1\ k=i

La suite ((—1)) est géométrique de raison —1 donc :

kelN

Par linéarité :

Sp+Un =D [(=1)f+ (=1)"] =D (1) + (=1)"> i
i=1 i=1 i=1
La variable i est muette donc » (—1)% =Y (—1)*k = U, ce qui donne
i=1 k=1
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et donc finalement :

S, = (—1)r Y

On a retrouvé la formule pour S,,.

6. (0 point) On souhaite maintenant calculer U, = Y (—1)*k.
k=1
k
Une méthode possible est d’exploiter 1’égalité k = Zl.
i=1
Par propriété des sommes triangulaires on obtient :

3

D el o D P D

k k=1i=1 1<i<k<n i=1k=t

On retrouve la somme des termes de la suite géométrique de raison —1 :

i=1

Ceci donne :

U, = ;(_11__((__11);+ + n(—l)”) =—(—=14+(=1D)"+2n(-1)")

Finalement :

(2n +1)(=1)" — 1

]N pr—
Vn € U, ,

Un autre écriture valide est :

VneN U, = (-1)71[”+ 1J

2

Pour la démontrer il faut séparer le cas ou n est pair de celui ou n est impair.
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