Lycée Bellevue — Toulouse 20 septembre 2024
MPSI — Mathématiques

Corrigé du Devoir Surveillé n°1

Exercices. (8 points)
1. (2 points) On note (E) l'équation : 2z +5—+x+6=1

Cette équation est définie si et seulement si 2x+5 > 0 et x+6 > 0, donc si et seulement
six > —g et x > —6, ce qui équivaut a z > —%.

Son ensemble de définition est donc D = {—%, +00 [

Tout d’abord, pour tout z € D :

(E) = V2r+5=vVr+6+1

Les termes sont positifs donc :

2
(B) <= 20+5=(Vo+6+1) =a+T+2/2+6
= rT—2=2v/x+6

Ensuite :
(E) — (x —2)* =4(z +6)
— 2’ —8r—20=0.
Les solutions de cette équation du second degré sont x = 10 et z = —2.

Comme /25 — +/16 = 1 alors 10 est bien solution.
Comme /1 — 4 = —1 # 1 alors —2 n’est pas solution.
Finalement I’ensemble des solutions de I’équation (E) est S = {10}.

2. (2 points) Soit 6 = 3F. Alors 20 = 2T donc cos 20 = —?, ce qui donne :

2
2¢08°0 —1= —\g_.

On en déduit :

>

9 _
4

2+/2
T

cos’ ) = puis sin?f =1 — cos? 0 =

Comme 0 € }g,ﬂ'[ alors cosf < 0 et sinf > 0, donc

cosf = —+——— et sinf =

2—1/2 2++2
o

Finalement :
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3. (2 points) Posons h = x — . Alors v = h + % et :

tan (Qx — %) B tan <2h + g)
tan<x+%> B tan(h%—%) ‘

tan h

e donc :

On vérifie que tan (w + g) = ta}m, on connait la formule tan(2h) =

tan(?x—%)_ tanh  1—tan*h

tan (:z: + %)  tan(2h) 2
Finalement :
y tan (2:1: — %) | 1—tan*h 1
im ———— = JIm —— = —.
3 tan (x + %) h=0 2 2

4 3
4. (2 points) Pour tout n € N notons P, la propriété : Z\/— 1 + Vvn.

On démontre par récurrence que cette propriété est vraie pour tout n € N.
Initialisation. La somme Y9_, v/k est vide donc elle est nulle, et 4"; 3/n est nul pour
n = 0, donc la propriété P, est vraie.

Hérédité. Supposons que la propriété P, est nulle pour un certain entier naturel n.
Alors :

n+1 n 4 + 3
SVE=SVE+vVn+1< n6 NV
k=0 k=0

On cherche a démontrer que :

4 —|-3 +1)+3 dn +7
A NS (n6)+\/n—|— = n6 vn + 1.

On raisonne par equlvalences :

dn+3 An+7
”; NIy o ”; N+l = (n+3)Vn<(@n+)Vn+1

Tous les termes sont positifs donc :

4n+3\/—+\/— 4n+7\/— — (4n+3)2n<(4n—0—1)2<n+1)

On calcule :

(4n +3)°n = 16n° +24n* +9n et (4n +1)*(n+1) = 160 +24n* +9n + 1

Donc :

4 3 7
n+ Vn4+vn+ n+ n+1 > 0<1.

La proposition O < 1 est vraie donc par equivalence :

n+1 4 7
Z\/_ n+ vn+ 1.

La propriété P, 1 est vraie.
L’hérédité est démontrée.
Conclusion. Par récurrence la propriété P, est vraie pour tout n € N.
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Probléeme 1.
1. (a) (1 point) Soit n € N. Par linéarité :

Ay + B, _Zk:Jrz k=Y (14 (-1)")k.

On remarque que :
% 0 sik est impair
1+(=1)" = . :
2 si k est pair.
On en déduit :

2n
-3 2

k pair

Les entiers pairs de 1 a 2n sont les 25 pour j allant de 1 a n donc :
n n
j=1 7=1

Par linéarité et en remplagant la variable muette j par k :

(b) (1 point) La formule donnant la somme des n premiers entiers donne :

1
A, + B, = 4n(nz—l—) =2n(n+1).
De méme :
(2 1
Zk — L) —n(2n +1).

Par soustraction :
B,=(A,+B,) — A, =n2n+1)—2n+1)] =

2. (a) (1 point) On obtient :

Dy=—-14+4-9+4+16— 25+ 36 = 21.

(b) (2 points) La formule donnant la somme des n premiers carrés donne :

o 2n(2n+1)4n+1)  n(2n+1)(4n+1)
Cn = Zk 6 B 3

En utilisant la méme méthode que dans la question précédente :

2n

Co+ D, = Zk2+z 2= (14 ()RR = Z2k2

k=1
k pair

(7 points)
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Ceci donne : . .
Cn+ Dy, = > 2(2k)* =8) k.

k=1 k=1
Ainsi :
nn+1)2n+1) 4n(n+1)2n+1)

C,+D,=8 = .
N 6 3

(¢c) (1 point) Par soustraction :

Dy = (Co+ D) — Cy = dn(n+1)(2n+ 1) B n(2n+1)(4n + 1)

3 3
_n(2n+1)[4(n+1) — (4n+1)]
3
=n(2n+1).

Finalement :
Vn € N D, =n(2n+1).

On peut vérifier que cette formule est correcte pour n allant de 0 a 3.

3. (1 point) Pour tout n € N on pose :

2n 2n
E, =Yk F, =Y (1)
k=1 k=1
De méme que dans les questions précédentes :
2n 2n
En+ Fy=Y (14 (-DNE = > 2
k=1 i pair
Ainsi : . .
E,+F, =) 2(2k)* =16 k.
k=1 k=1

On en déduit :

n 2n
E,=(E,+F,) —E, =16)_k* - > k°
k=1 k=1

o) - ()

=d4n*(n+1)* —n?(2n +1)°
= n?(4n + 3).

Finalement :
Vn e N F, = n*(4n + 3).
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Probléme 2. (12 points)
1. (a) (1 point) Grace aux formules d’addition et de duplication :
sin(3z) = sin(2z + ) = sin(2z) cos x + cos(2z) sinx
= 2sinx cos® x + (1 — 2sin? :v) sin
= 2sin:c(1 — sin® a:') +sinx — 2sin’
= 3sinx — 4sin’z.

(b) (1 point) L’équation (Es) est : —sinx + sin(3z) = 0.
D’apres la question précédente elle équivaut a :

(Es) = 2sinz — 4sin®z = 0
— sinx(l - 28in2x) =0
= sinx cos(2x) =0
= sinx =0 ou cos(2z) =0
== xr=km ou Qw:g—l—lm avec ke€Z
— x=kmw ou x:%jtkg avec k €Z

L’ensemble des solutions de ’équation (FE3) est donc :

™

82: {k?’l’,4

+h | kez).
2
2. (a) (0,5 point) La formule  sinp+ sing = 2sin 2% cos 2% donne :
sin(z) + sin(bz) = 2sin(3x) cos(2z).
(b) (1,5 points) Par équivalences :
(Es) = sinz — sin(3z) + sin(5z) =0

= sin(3z)(2cos(2x) —1) =0
= sin(3z) =0 ou cos(2z) = 5
> Jr =km ou Zx:j:g—l—le avec k€ Z
= a::kg ou xz:l:%—i—/mr avec k€ Z

L’ensemble des solutions de I’équation (Fs) est :

v v
ng{kg,i6+k:7r‘ keZ}.

On peut remarquer que :

ng{kg’ keZ}\{nglmr’ keZ}.
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3. (1 point) Si cosz = 0 alors = § + mm avec m € Z. Alors pour tout k € Z :
sin((2k — 1)z) = sin(2kz — x) = sin(2kx) cos x — cos(2kz) sin z.
On sait que cosz = 0 donc :
sin((2k — 1)z) = — cos(2kz) sinx = — cos(km + 2kmm) sin .
La fonction sinus est 27-périodique, et km est un entier donc :
sin((2k — 1)x) = — cos(km) sin z.

1 si k est pair

cos(km) = {
Ainsi cos(kr) = (=1)* puis :
sin((2k — 1)z) = —(—1)"sin .

—1 si k est impair.

On en déduit :

n

Z Fsin((2k — 1)) = =) (—1)*sinz = —nsinz.

k=1
Comme cosx = 0 alors sinx # 0 et donc S, (x) # 0.
Ceci montre que z n’est pas solution de I'équation (E,) si cosx = 0.

4. (a) (1 point) La formule  sinzcosy = 3(sin(z + y) + sin(z —y))  donne :
cos(x)sin((2k — 1)x) = ;(sin(Qk:x) +sin(2(k — 1)x)).

(b) (2 points) Par linéarité de la somme et en utilisant la question précédente :

n

cosx X Sy(z) = Z(—l)kcosxsin((% —1)z)

5 (sin(2kx) + sin(2(k — 1)x))
= ; (é(—l)k sin(2kx) + kzn:l(_l)k sin(2(k — 1)5U)>

Le changement d’indice ¢ = k — 1 dans la seconde somme donne :

n

cosx X Sy (r) = ;(Z(—l)k sin(2kx) + ni<_1)e+1 sin(%x)).

k=1 =0

Comme ¢ est une variable muette alors :

cos T X Sp( (

-5l

*sin(2kz) + Z 1)+t sin(2kx)>

k=0

2!
i Fsin(2kz) — 112(—1)’“5111(2]@17))

k=0
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Par télescopage :

cosx X Sp(z) = ;((—1)” sin(2nz) —sin(0)) = (_21)71 sin(2nz).

5. (2 points) Pour tout n € N on définit la propriété :

sin(2nx)
P - Sy(z)=(—1)"——.
" n(@) = (=1) 2cos T
On démontre par récurrence que cette propriété est vraie pour tout n € N.

Initialisation. Comme une somme vide est nulle, et sin(0) = 0, alors la propriété Py est

vraie :
sin 0

= 2¢os0’

Z(—l)k sin((2k — 1)z) = 0

Hérédité. Supposons que pour un n € N la propriété P,, est vraie. Alors on peut écrire :

3
¥
=

Spir(z) =S (=1D)Fsin((2k — 1))

=
Il
—

(—=Dksin((2k — 1)z) + (=1)" ' sin((2n + 1))

I
M=

el
Il
—

WSREL) gy (20 + 1))

—~

_1)
2coszx

Lsin(2nx) — 2sin((2n + 1)x) cos x
2cosx

- (1)
La formule sinzcosy = 1(sin(z +y) + sin(z —y)) donne :
1
sin((2n + 1)z) cosx = i(sin(Q(n + 1)) + sin(2nx))

Donc : (9 .
Spy1(z) = (_1)n_ in(2(n + 1)z) =(=1)

2cosx

ni1Sin(2(n + 1))
2cosx

La propriété P, 1 est donc vraie.
L’hérédité est démontrée.
Conclusion. Par récurrence la propriété P, est vraie pour tout n € N.
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6. (2 points) L’équation (E,,) équivaut a : S, (z) = 0.
Si cosz = 0 alors x n’est pas solution, d’apres la question 3.
Donc tous les réels de la forme x = 7 + km, pour k € Z, ne peuvent étre solutions.
Supposons dorénavant que cosx # 0.
Alors d’apres la question précédente :

. 8in(2n)

(En) = (—1) =0 = sin(2nz) =0

2cosx

Donc : -
(E,) <= 2mr=kr <+ zx= k:z— ou ke€Z.
n

Les réels de la forme x = 7 + km avec k entier font partie de ces solutions.
En effet § + km = (2k + 1)ng- et (2k + 1)n est entier.
Or ils ne sont pas solutions. Donc I'ensemble des solutions de ’équation (E,) est :

T s
Sn—{an‘ kez}\{me‘ keZ}.
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