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TD. B1
Calculs algébriques

Exercices de cours

@ Démontrer par récurrence la propriété :

6

Pour ’hérédité on démontrera : 2,1 =— %2,,

", nn+1)@2n+1)
E k =
k=1

n
@ On pose pour tout n € IN : S, = Zm
k=1
a. Calculer Sy, So, S3, S4.
b. Enoncer une conjecture pour une expression gé-
nérale de S,, sans signe somme et la démontrer.

19
@ Calculer Z(k +1)? de deux fagons différentes :

k=0
en développant le carré puis en posant £ = k + 1.

@ Simplifier % — k—}H et en déduire une autre dé-
monstration du résultat de ’exercice 2.

n
@ Ecrire S, = Zln (1 + %) sans signe somme.
k=1

@ Soit n € IN. Démontrer que la fonction = — z™
est dérivable en tout point xp € R et donner sa
dérivée.
@ Soit (uy,) la suite définie par :

1

Vn € N un+1:2_*un

ug =1 et 2

a. Déterminer le terme général de (u,,)

b. Démontrer que la suite (u,) converge et donner
sa limite.

c. Calculer la somme de ses 10 premiers termes.

n

1 1 1
Calculer:];(k+lﬁ_1+...+n)
@Ecrire a l'aide de factorielles et de puissances :

A=10x11x---x30
B=3x6x9x---x30
C=10x12x14 x---x 30
D=1x3x5x---x29

Calculer 2,1* en utilisant 1’égalité 2,1 = 240,1
puis 992 en utilisant 1’égalité 99 = 100 — 1.

12

10
@Calculer: Z(f)(,mk et Z(lko)?k
k=1

k=0

@ Résoudre les systemes :

y+z=13 T+ y+ z2=2

S : r+z= 1 Sy : 20 + 4y + 32 =7
@ Résoudre les systemes :

- 2¢ +3y= 0

S3:{;fc+;y:g Si: Qb — y= 4

v= 3z + y=-1

—bxr + 4y — 3z = —1
rT— yYy+2z= 2

o |

Soit A un parametre. Résoudre le systéeme :

Ar + 2y — z = 0
Se : 20+ (A =3)y +2z2=X—-4
—x + 2y + Az = 2

Travaux dirigés

Déterminer les termes généraux des suites défi-
nies par :

a.up=4 et VvnelN wuypi1 =2u,—8
b.up=2 e VnelN uy41=3—1u,
c.ug=0 et VYneN un+1:%un—2
d.uy=3 e VnelN unﬂz%.

Pour tout n € IN on pose :

n
S =3 (~1)F 2k + 1)
k=0
a. Calculer Sy, S1, S2, S3.
b. Etablir une conjecture donnant une expression
de S,, sans signe X, puis la démontrer.

Pour tout k¥ € IN* on pose :
1

k(k+1)(k + 2)

a. Déterminer trois réels a, b, ¢ tels que :

I S A
Tk k1 k+2

U =

vk € IN*

n
b. En déduire une simplification de Zuk.
k=1

page 1/3



MPSI — Mathématiques

TD B1. Calculs algébriques

Calculer les sommes et produits suivants.

50 22
a= Yk b= (k+1)(k—3)
k=11 k=4
Cn = ik(k +1) dp = i(?k —1)3
k=0 k=1
27 n k
e=Y (3k—20) fn =
kz:; k:O(k +1)!

n

g = Y1)

£
I
o

~
3
Il
[\V)
3
[
—
>3
~—
[\
|
o

Il
_

k
n n n

Y k

k, = li l, = —_—

25 s

" k-2

m,, = kk' Ny = _

=2 =53

1
k2

Pour la derniére, on calculera p, — pp_1.

e}

3

Il

= 7
N

—_ .

>
U
o

On suppose que les formules pour >k et > k?
ne sont pas connues.

n
Exprimer Z(k: +1)? de deux facons différentes :
k=1
par linéarité et par changement d’indice.

Que démontre-t-on ainsi?

@ Le but de cet exercice est de démontrer la for-
mule donnant la somme des n premiers carrés. On
suppose connue la formule donnant la somme des n
premiers entiers.

n

Soit S,, = Z(k +1)3 pour tout n € IN.
k=0
a. Simplifier S,, de deux facons différentes : en dé-
veloppant le cube et en changeant 1’indice.

b. Conclure.

Reproduire ’exercice précédent avec
n
T, =Y (k+1)*
k=0
pour démontrer la formule donnant la somme des n
premiers cubes.

Démontrer par récurrence que pour tout entier
n > a (ol a est un entier & préciser) :

a. 9" > 4" + 37 b. 2" > n?

IEI Démontrer que pour tout n € IN :

a. 2" >n+1 b. /n(n+1)<n+1
n 3 n

c. 247 <4 d. Y kK< (nt1)!
k=0 k=0

e. Vo e Ry 1+2)">21+nx

n
Pour tout n € IN on pose : S,, = Z\/E
k=1

4 3

a. Démontrer: VneIN S, < n; V.
4 2

b. Démontrer : VYneIN S, > nt V.

6
, . - Sn
c. Déterminer la limite de — .
nz
Pour tout n € IN on pose :
n
n
A=k ( k)
k=1
a. Démontrer que pour tous entiers strictement po-
. . _ -1
sitifs n et k : k(:) = ”(Zq)
b. En déduire la valeur de A,, pour tout n € IN.
On pose f(z) = (z+1)", ou n € IN est fixé.

c. Développer f(x).

d. Dériver les deux expressions de f, et retrouver
ainsi le résultat pour A,.

Pour tout n € IN on pose :

s=2 () o
K pair

n n
Tu= > (k)
k fni?air

a. Etablir une conjecture pour la valeur de ces
sommes.

b. Démontrer cette conjecture en calculant S,, + 75,
et S, —T,.

Soit m un entier naturel.
n+1
(k+1)
(%)
b. En déduire une simplification de la somme :
> (1)
k:Ok +1\k
Soit p et n deux entiers naturels tels que p < n.
2": (k) B <n + 1)
p/ \p+1

k=p
Interpréter cette égalité sur le triangle de Pascal.

a. Pour tout k = {0,...,n} simplifier :

a. Démontrer que :

b. Retrouver les formules donnant la somme des n
premiers entiers et la somme des n premiers car-
rés en appliquant la formule de la question pré-
cédente pour p=1et p = 2.
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a. Démontrer que pour tout > 0 :
1

r+—2=2
x

b. Démontrer que pour tous réels strictement posi-
tifs a et b et tout n € IN :

UG

Calculer les sommes doubles suivantes.

i=1j=1 i=1j=1
n n
=Y (3i-2j) dn=) Y1
1<i,5<n i=1j=i
n ?
en = sz fn = ZZg]’
1=1j5= il i=05=0
n K2
% =35
i=07=0 i=1j=1
Z Min (Zv.]) jn = Z Zj
1<t j<n 1<i<ji<n

Résoudre les systemes suivants.

{2:17+9y: 2 b{3x72y*1
YL o4y =— 1z + 6y = 1
_ Sr —dy =T
d.{?if?’y:; 3z + Ty = 23
vy= 6r — y=16
{x+2y+3z:6 h{5x—6y—a
&\ 2z + y+5z=38 6r —Ty=a+1

Soit n un entier naturel.

a. Démontrer que pour tous entiers i et j tels que

o n\(j n—1
0<i<j<n: .
J

ROLIRGi
b. Calculer S, = ;;(;‘) (Z)

) j—1

a. Démontrer que pour tout (x,y) € R? :

1
5(332 +3?)

Zn) une suite de n réels.

Y <
On note (z1,...,

b. Déduire de la question précédente que :

(E)(Em) <nEn

n
n 2 n
puis que : (E xk) <n Yk
k=1 k=1
c. Retrouver le résultat démontré ci-dessus en cal-

culant le discriminant du polynéme du second
n

> (t+ )2

k=1

degré P(t) =

237z + 233y = 2390

“ 1 2332 + 237y = 2310

5lz + 59y =7

£ 392 + bly =3

2o + 3y + 32 =4
i< 3x+2y+32=17
3+ 3y +2z2=5

3z +4y — z=4 +2z=4 2+ y—3z=1
j- r—2y+2z=3 2x+ y— z2=23 1. 5r — 2y + 2z =1
S5z +3z2=9 3z + 2y —4z =2 -3z + y+ z2=2

Résoudre les systemes suivants, en discutant selon la valeur des parametres réels a et .

12z — 15y = a ar — 2y =4 o —3y =3
a'{8;z:—10y:3 b'{3x—|— y=a C. r+3y=0
3r+ y=a

r— y+ z2=6 A+ oy 4+ z=1+\2 e —y=a

d{ z+ y— z=4 e. r+dy+ z=14X f.X A\y—z=a
r—5y+5bz=a T4+ y+Az=2X Az —r=a
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Alphabet grec ancien

alpha « A
béta 16 B
gamma | 7y I
delta 0 A
epsilon | €, ¢ | E
zéta ¢ 7
cta n H
théta | 60,0 | ©
iota L [

kappa K K
lambda| A A
mu L4 M

nu v N
xi, ksi & =
omicron| o O
pi m,w| Il
rho p,o| P
sigma 0,6 | X
tau T T
upsilon | v T
phi © o
khi X X
psi (0 )
omega W Q




