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Exercices de cours

@ Résoudre les équations suivantes.
a. |2z — 1] = |z + 4|
b. [3z| < |2z + 3]

@ Résoudre les équations et inéquations suivantes.
a. vVr—1< V2 -5

b. vV —3—-V2r—1=0

c. Vz—3+2x—-1=0

d.x—-3y/x—10=0

e. VT+Vr+5=5

@ Démontrer par récurrence la propriété :

ikg ~nn+1)(2n+1)
N 6
k=1
Pour 'hérédité on démontrera : P,,_1 =— P,

n
@ On pose pour tout n € N : S, = Zm
k=1

a. Calculer Sy, Sy, S3, S4.

b. Enoncer une conjecture pour une expression gé-
nérale de S,, sans signe somme et la démontrer.

19
@ Calculer Z(k: +1)2 par linéarité, puis en po-
k=0

sant £ =k + 1.
@ Simplifier % - ﬁ et en déduire une autre dé-

monstration du résultat de 'exercice 4.

@ Ecrire S,, = Zln (1 + %) sans signe somme.
k=1

Soit n € N. Démontrer que la fonction x +— z™
est dérivable en tout point zg € R et donner sa
dérivée.

n

@Calculerzz<2+kil+...+;)

k=1

Ecrireal’aide de factorielles et de puissances :
A=10x11x---x30
B=3x6x9x---x30
C=10x12x14x---x30
D=1x3x5x---x29

@ Calculer 2,14 en utilisant ’égalité 2,1 = 240,1
puis 992 en utilisant 1’égalité 99 = 100 — 1.

12 10

(12) Calculer : Z(f)(—?)k’ et Z(lkO)Qk

k=0 k=1

@ Résoudre les systemes :

y+2z2=13 T+ y+ z=2
Sy r+z= 1 So 20 + 4y + 32 =7
r+y= 4 3r— y+ 2=0
Résoudre les systemes :
. 2r+3y= 0
S3:{§i+gy:g Sy: {bx— y= 4
y= 3x+ y=-1
3. - -5 + 4y — 3z = -1
5 r— y+2z= 2

@ Soit A un parametre. Résoudre les systemes :

3. - r+3y=1
" VX + y=0

Ar + 2y — z = 0
Sy 20+ (A -3)y+2z=X1—-4
—x + 2y + Az = 2

Travaux dirigés

Résoudre les équations et inéquations suivantes.
a. VI8 —x+VT+xz=T

b. V22 — 62 =5 — 2z

c. V2 +rx—6=x+6

d. vV1-2r<V2-3z

e. Vr+1l+vVr—1<+3z+1

f. T4/ +4>3

Pour tout n € N on pose :

n

Sp =Y (=1)*(2k + 1)

k=0
a. Calculer Sy, S1, S2, S3.

b. Etablir une conjecture donnant une expression
de S,, sans signe ¥, puis la démontrer.
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Pour tout k € N* on pose :
1

5+ D)k +2)

a. Déterminer trois réels a, b, ¢ tels que :
b c

a
VEEN' w=li 2
N = e T T2

n
b. En déduire une simplification de Zuk
k=1

E Calculer les sommes et produits suivants.

50 22
a= Yk b= (k+1)(k—3)
k=11 k=4

n

Cn = Xn:k(k +1) dy =) (2k—1)3
k=0

k=1
27 n ]{3
e= ];(%—20) frn = kz:;)i(k"f' o

n

8
gn = Z(fl)ki;nik hn = 2(2)4195871@
k=

k=0 0
. n B n 1
tn =2 2(2)2 ’ In Zk!(n—k)'
k=1 k=0
n n n
=3 =1l
1=0 3 k=1 +
- Pk =2
k=0 k=1
n 1 2
On:H<1—]€2> Pn = ( 1)kk.2
k=2 k=1

Pour la derniére, on calculera p, — pp_1.

On suppose que les formules pour >_ k et > k?
ne sont pas connues.

n
Exprimer Z(k +1)? de deux facons différentes :
k=1
par linéarité et par changement d’indice.

Que démontre-t-on ainsi?

@ Le but de cet exercice est de démontrer la for-
mule donnant la somme des n premiers carrés. On
suppose connue la formule donnant la somme des n
premiers entiers.

n

Soit Sy, = Z(k +1)3 pour tout n € N.
k=0
a. Simplifier S,, de deux facons différentes : en dé-
veloppant le cube et en changeant 'indice.

b. Conclure.

Reproduire ’exercice précédent avec

n

T, =Y (k+1)*
k=0
pour démontrer la formule donnant la somme des n
premiers cubes.

E Calculer les sommes doubles suivantes.

7T 4 n n
a=> > i3 b= Y i

i=1j=1 i=1j=1
n n

= Y62 =YY
1<6,j<n i=1j=i

(=Y %y

i=1j5=1 i=04=0
n 1 n 1
= 3 I = 2
In n J
1=075=0 i=1j5=1
by = E Min (i, j) In = E i
1<ij<n 1<i<j<n

@ Démontrer que pour tout n € N :

a. 2" >n+1 b. V/nn+1)<n+3
n 3 n

c. 247 <4 d. Zk! < (n+1)!
k=0 k=0

e. Ve e Ry 14+2)">1+nz

Démontrer par récurrence que pour tout entier
n > a (ol a est un entier & préciser) :
a. 5" > 4" + 3" b. 2" > n?

a. Démontrer que pour tout (z,y) € R? :

1
Y < 5(332 + %)

On note (z1,...,zy,) une suite de n réels.

b. Déduire de la question précédente que :

n 2 n
puisque: | Yoxp ) <n . a2
k=1 k=1
c. Retrouver le résultat démontré ci-dessus en cal-

culant le discriminant du polynéme du second
n

degré P(t) = Z(t + )2
k=1

Soit m un entier naturel.
a. Démontrer que pour tous entiers i et j tels que

o<izsen (N)()=((2)

b. Calculer S, = ii(?) (Z)

i=0 j=i
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Pour tout n € N on pose :
- n
=22k}
> k()
k=1
a. Démontrer que pour tous entiers strictement po-

sitifs n et k : k( ) n(z i)

b. En déduire la valeur de A,, pour tout n € N.
On pose f(z) = (x+1)"
c. Développer f(x).

,oun € N est fixé.

d. Dériver les deux expressions de f, et retrouver
ainsi le résultat pour A,.
n+1
k+1

(%)

b. En déduire une simplification de la somme :

()

Soit n un entier naturel.

a. Pour tout k = {0,...,n} simplifier :

Résoudre les systemes suivants.

a 20 + 9y = 2 b. 3z — 2y =1
o+ Ty=-4 11z + 6y =1
_ or — 4y = 7
d.{‘;’if?’y:é 3¢ + Ty = 23
y= 6r — y =16

T+ 2y+32=6 5z — 6y = a

h.

|

20 + y+52=28

|
1
|
Sk

6r — 7Ty =a+1

15 | Pour tout n € N on pose :
P

- n

Su= 2 (k)

k=0
k pair

et T,

-2 ()
k impair

a. Btablir une conjecture pour la valeur de ces
sommes.

. Démontrer cette conjecture en calculant S, + 7},
et S, — T,

Soit p et n deux entiers naturels tels que p < n
Z": ( k;) B (n + 1)

=y \P p+1
Interpréter cette égalité sur le triangle de Pascal.

a. Démontrer que :

b. Retrouver les formules donnant la somme des n
premiers entiers et la somme des n premiers car-
rés en appliquant la formule de la question pré-
cédente pour p=1et p = 2.

237z + 233y = 2390
233z + 237y = 2310

5l + 89y =7
39z + 5ly =3

2 + 3y + 3z =4
3x +2y+32=7
3z + 3y +22=5

3z +4y — z2=4 + 22z =4 20+ y—3z=1
j- T —2y+22=3 20+ y— 2=3 L. br — 2y + 2z =1
5 +32=9 3x 4+ 2y — 4z =2 —3r+ y+ z2=2

Résoudre les systemes suivants, en discutant

122 — 1by = a b ax — 2y =4
& 8r — 10y = 3 |l 3r+ y=a

T— y+ z=6 Ar+ y+ oz
dd z+ y— z=4 e. T+ Ay + z=

T —by+oz=a x4+ y+ Az

selon la valeur des parametres réels a et A.

Tx — 3y =3

c. z+3y=0

3r+ y=a

=14+A2 At —y=a
=14+ f.¢dy—z2z=a
2 Az —x=a
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