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Chapitre A1l
Calculs sur les réels

I. Notions de base

A. Ensembles de nombres

_ | Notations

L’ensemble des entiers naturels est noté IN.

N=1{0,1,2,...}
On note IN* ’ensemble des entiers strictement positifs :
N*=IN\ {0} ={1,2,...}
L’ensemble des entiers relatifs ou plus simplement des entiers est noté Z.
Z=4{..,-2,-1,01,2,...}
Pour tout réel a on note :

alN = {an | n € N} aZ = {an | n € Z}

Exemples.
e 2IN est 'ensemble des entiers naturels pairs.

e 3Z est 'ensemble des multiples de 3.

e On peut définir Z par :  Z =NU (—N)

» L’ensemble des solutions de I’équation sinxz = 0 est 7Z.

L’ensemble des nombres rationnels est :

ﬁ[ Proposition ]

Soit 7 un rationnel. Alors il existe un unique couple (p,q) € Z x IN* tel que r = % et
P, q sont premiers entre eux.
Cette écriture est appelée forme irréductible de r.
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Chapitre Al. Calculs sur les réels I. Notions de base

Remarque. Le développement d’un nombre rationnel non décimal en base quelconque
présente une ration.

Exemple 1. Développement décimal de :

_ | Notation

L’ensemble des nombres réels est noté R.

_| Définition

Soit ¢ un nombre vérifiant i> = —1. On note C l’ensemble des nombres x + iy ol = et
y sont deux réels :

C={ctiy| (z.y) € R}

Ces nombres sont appelés nombres complexes.

Remarque. Les ensembles de nombres vérifient les inclusions strictes suivantes :

NcZcQcRcC

Notations
On note N*, Q*, R* et C* les ensembles respectifs IN, @, R, C privés de 0.
On note Ry = [0, +o0[, ¢’est I'ensemble des réels positifs.

De méme R_ =]—00,0], R} =]0,400[ et R* =]—00,0]

B. La relation d’ordre sur les réels

_ | Définition

L’ensemble des réels est muni d’'une relation d’ordre notée <.

ﬁ( Proposition ]

La relation d’ordre sur R est compatible a la somme et a la multiplication par un réel
positif. En d’autres termes, pour tous réels a, b, ¢, d :

Si a<b et c<d alors a+c<b+d

~ N
Si a<b et ¢>=0 alors ac<be

En conséquence :

Si a<b et ¢<0 alors ac > be

Si 0<a<b et 0<e< alors ac < bd
1 1

Si 0<a<hb alors 0< - < —
b " a

. 1 1

Si a<b<0 alors 5<7<0
a
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Chapitre Al. Calculs sur les réels I. Notions de base

Pour majorer une fraction on peut majorer son numérateur et minorer son dénomina-
teur. De méme pour la minoration.

1 r+1
Exemple 2. Démontrer que pour tout z € [0,2] : = < <
7 x?2+3
/_( Proposition ]
Soit aq, ..., a, des réels positifs.
Si 14+ ap+ - Hay =0 alors
/_[ Proposition ]
Soit (m,n) € Z>.
Si n>m alors n>

C. Valeur absolue

_ | Définition

Deux définitions équivalentes de la valeur absolue :

r siz >0
Ve e R |z| = { ou |z| = Va2

—x sinon

/_[ Proposition }

Pour tous réels x et y :

e |z[ >0 o | — x| = |z o |z =2
| ||
o |zy| = |z||y| - =1
yl |yl
o z[ =yl — r=y ou x=-—yY N xzzyz

/—[ Proposition (Inégalité triangulaire) J

Pour tous réels x et y :
|z +y| < z] + [yl
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ﬁ[ Proposition (Inégalités triangulaires complétes) ]

Pour tous réels x et y :
lz| = [yl < |z +yl| < || + [y

L’égalité dans I'inégalité de droite a lieu si et seulement si x et y sont de méme signe.
L’égalité dans l'inégalité de gauche a lieu si et seulement si x et y sont de signes
OPPOSES.

En remplacant y par —y :

2] = Jyll < e =yl < 2| + ly]

ﬁ[ Proposition ]

Soit @ un réel strictement positif. Alors :

|r] <a “— —a<z<a
Ve € R
> —

ﬁ( Proposition ]

Soit a un réel, r un réel strictement positif. Alors pour tout réel z :

|z —a| <r = r€la—r,a+r]

/_( Proposition ]

Soit z un réel. Alors :

(Ve >0 |z|<e) = x=0

Démonstration. Le sens indirect est évident, le sens direct se démontre par I’absurde. En

effet, si  est non-nul alors on pose ¢ = %, on a alors I'existence d’un ¢ strictement positif

tel que |z| > e. O

> Exercice 1.

;l Méthode |

» Résoudre une équation d’inconnue x signifie donner l’ensemble de ses solutions,
c’est-a-dire I'ensemble des réels x vérifiant I’équation.

De méme pour une inéquation.
De méme pour une équation a plusieurs inconnues.
» La méthode la plus simple est en général de procéder par équivalences.

Parfois on procede juste par implication, il faut alors vérifier les solutions obtenues.
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Chapitre Al. Calculs sur les réels

I. Notions de base

D. Partie entiere

_ | Définition

inférieur ou égal a n.

Pour tout z de R on appelle partie entiére de x et on note |z| le plus grand entier

En d’autres termes, |z] est 'entier n tel que n <z <n+ 1.

e Par définition :

Cet encadrement donne :

Exemple
ﬁ( Propositions )
e PourtoutzeRetneZ: n=|z] <= z€nn+l]]

Ve R lz] <z <|z]+1

Vz e R r—1<|z] <z

E. Racine carrée

Définition

I

La racine carrée d'un réel positif z, notée \/x, est I'unique réel positif y tel que y? = :v}

ﬁ[ Proposition ]

Pour tous réels positifs x et y :

VE=VEG @ =%

Attention |
Ve e Ry VI =z et Ve e R Va2 = |z }
Exercice 2.
F. Puissances
Définition
Pourtoutz € Cetn€Nonnote: "=z X ---Xx
—_——
n
1
Pour tout z € C* et n € Non note: z7 " = —
T
Exemples. 20 =1 L 1 = %
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Chapitre Al. Calculs sur les réels I1. Autres rappels

/_( Proposition ]

Pour tous complexes x et y et tous entiers m et n, sous réserve d’existence :

| Définition
Pour tout x € R4 et n € IN* on note Th = {/x la racine n-éme de x, c’est-a-dire

I'unique réel positif y tel que y" = z.

Remarques.

» La définition ci-dessus est valable pour tout réel positif z. Mais dans le cas ou n est un
entier positif impair alors la racine n-eme d’un réel négatif x est définie, c’est 'unique
réel y tel que y" = x.

e Si z est un réel strictement positif alors on peut définir, pour tout rationnel % (p €z,
g€ IN*): za = (a:p)% = (x%)p

Exemples. Calculer :

162 = 273 = 275 = 1005 —
52 45 — 93 — (—3v/3)F =
873 = 1°¢ = 648 — V7=

II. Autres rappels

A. Second degré

_ | Définition

Une équation du second degré réelle d’inconnue x est une équation de la forme :

ar’ +br+c=0

ol a, b, ¢ sont des réels.

On note A = b — 4ac et on appelle ce réel discriminant de I'équation.

_ | Théoréme

Avec les notations ci-dessus :

&

e Si A > 0 alors I’équation admet deux solutions : % et _bga

* Si A =0 alors I’équation admet une solution : ;—;’

e Si A <0 alors I’équation n’admet pas de solution réelle.
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Proposition ]

Dans le cas ou A > 0, notons z; = —bHVA o To = —b-—VA Ao :

2a 2a
b c
Ty + Ty =—— X1Tg = —
a a

Exemple 3. Résoudre 1'équation 22 + 8z + 15 =0 et vérifier la proposition.

ﬁ[ Proposition : Signe du trinéme j

N

On conserve les notations de la propriété et on note f(x) = ax® + bz + c.

e Si A >0 alors f(z) est du signe opposé de a si x est entre les racines de 1’équation,

et du signe de a sinon.
e Si A <0 alors f(x) est du signe de a quel que soit x.
J

B. Limites
ﬁ( Définitions | N

On dit qu'une suite (u,)n,en ou une fonction f admet une limite si :

» Elle converge vers un réel /.
e Ou elle diverge vers +00 ou —o0.

On note
R=RU{+oo}

et on appelle cet ensemble la droite numérique achevée.

Il s’agit des limites possibles pour une suite ou une fonction admettant une limite.

_| Notations

o S0it (uy,)nen une suite et £ € R. La notation

Uy, — £

n—-4o00

signifie : la suite (u,) admet une limite et 1_131 Uy = L.

e Soit f : D — R une fonction définie sur une partie D de Ret a € R, ¢ € R. La
notation

fla) —¢

signifie : la suite f admet une limite en a et liin flx) ="+
r—a

Rappel. Les formes indéterminées pour les calculs de limites sont :

00 0
00 — 00 oo X 0 — —
00 0
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_| Méthode |

Pour calculer une limite indéterminée il faut manipuler I’expression judicieusement.

Par exemple :

e Factoriser

e Développer

o Utiliser une quantité conjuguée
 Identifier le terme le plus important.

On peut aussi appliquer le théoreme d’encadrement.

ﬁ( Théoréme d’encadrement )

Soit (U )nen, (Vn)nen, (Wn)nen trois suites. On suppose que :

Vn € N Uy < Uy < Wy

Si (uy,) et (w,) convergent vers une méme limite ¢ € R alors (v,) converge aussi vers
cette limite.

Exemple 4. Calculer les limites suivantes.

1 1 241
a. lim 32% — 522 b. im — — — c. lim nt
T—+00 17;)0 \/E T n—r+oco n
. 23+ 42 4+ 1 . x ) n+1
d. lIim ——m—— e. lim ———— f. lim
a—too 202 —x + 3 a——oo g2 4+ 2 — 1 n—too
o 22 —=2x -5 R Ly .. sinzx
g. lim ———— h. lim i. lim
z—0 12 — 2r n—+4oo 30 — 2n z—+oo
j. lim m k. lim m 1. lim m
r—+oo £;>O x x?o x
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C. Trigonométrie

_| Définition

Le cosinus et le sinus d'un réel x sont définis grace au cercle trigonométrique.

1
- tan x
SINE f----------3 X
x C
—1 0 coéx 1
—1

La fonction tangente est définie par :

i
Va:E]R\{E+k7r‘kEZ} tanz =
2 cos T
/_[ Proposition - Formules de base ]
Pour tous réels x et y :
1
cos’ & +sin’x =1 1+ tan’z = 5
cos? x
J
ﬁ( Proposition ]
Pour tout réel z :
cos(—x) = cosx cos(m —x) = —cosx cos(m+x) = —cosx
sin(—z) = —sinz sin(m —x) = sinx sin(m + ) = —sinx
cos(g—x):sinx cos(g—f—x):—sina:
sin (%—x) = CcoSx sin (g+x) = CcosSx )

Démonstration. Tout se vérifie sur le cercle trigonométrique.
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I1. Autres rappels

Angles et valeurs remarquables.

i
& 0 G I 3 2 m
: 1 V2 V3
sinx 0 5 2 2 1 0
V3 V2 1 _
COS T 1 = M= 3 0 1
tan x 0 @ 1 V3 0
g[ Méthode : Résolution d’équations trigonométriques W
r=1y+2km
COST = COSY — avec k € Z
ouxr=—y—+2knw
) ) x=1y+2km
sinx = siny — avec k € 7
our=m—y+2km
tanx = tany — r=y+krm avec k € 7,

ﬁ( Définition - Congruence j

k tel que x =y + kT.

On note alors x =y [T].

Soit T" un réel. On dit que deux réels = et y sont congrus modulo T s’il existe un entier

10
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Remarque. On peut donc écrire :

COS T = COSY = r =ty [27]
. . z=y [27]
siInx = siny —

ou z=m—y [27]

tanx = tany = r=vy [n]

ﬁ[ Proposition - Formules d’addition et de duplication ]

Pour tous réels x et y :
cos(z +y) = cosx cosy — sinzsiny sin(x 4+ y) = sinz cosy + cos zsiny
cos(z —y) = coszcosy +sinzsiny sin(x — y) = sinx cosy — cosxsiny
cos(2x) = cos? x —sinx = 2cos?r — 1 =1 — 2sin’z

sin(2z) = 2sinx cos

/_[ Proposition - Formules de linéarisation]

Pour tout réel z :

1 + cos 2z . 9 1 — cos2z . sin 2z
— 5 sin x:f sinxcosx = 5

COS2 T =

ﬁ[ Proposition - Formules pour la tangente ]

Pour tous réels x et y, sous réserve d’existence :

— tanx + tany - ) tanz — tany
an(r = an(x — =
J 1 —tanztany o 1+ tanxtany
2tanx
tan2r = ————
1 —tan®x
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